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摘要 : 研究了五阶各向同性张量的存在性及其一般表示问题
,

得出了五阶各向同性 D eS 以Irt eS 张

量的一般表达式
.
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〔21 中讨论了 0 一 4 阶各向同性张量的存在性及其一般表达式
,

对于 k 妻 5 阶的

张量 (仿射正交张量或 D es ca rte
, 张量 )

,

由于其分量的个数(3 几)十分巨大
,

结构非常复杂
,

因此

还没有文献讨论这类问题
.

笔者对五阶各向同性张量的有关问题作了一些研究
,

主要结果如

下
.

利用五阶各向同性仿射正交张量和五 阶各向 同性 De 以班rt e s
张 量的定义及一些特殊 的

De 歇坦rt es 正交坐标变换(确当的或非确当的变换 )
,

可 以推出五阶各向同性仿射正交张量的所

有分量必为零
,

而对于五阶 D esc 州es 张量的分量则可以不为零
,

也就表明非平凡的五阶各向同

性 D esc
a rt e s

张量是存在的
.

对于五阶各向同性张量 的存在性研究可以归结为
:

定理 1( 存在性 ) 非平凡的五阶各向同性仿射正交张量是不存在 的 ;但是存在非平凡的

五阶各向同性 D es c 屁rt e s 张量
.

对于五阶各向同性 D eSC art es 张量的分量进行分类研究
,

可得到其分量 的结构为
:

定理 2( 结构定理 ) 非平凡的五阶各 向同性 De sc 压比eS 张量 的分量共有 35 二 24 3 个
.

它们

可以分成 5 大类
:
( I ) 5 个下标都相同

,

如 叭川 , ; (n ) 4 个下标都相同
,

有 1个下标不相同
,

如

二川 12 ; (nI ) 3 个下标都相同
,

其余 2 个下标相同(但与前者不 同)
,

如 二 11122 ; (W ) 3个下标都相

同
,

其余 2 个下标不同(且与前者也不同)
,

如 二川23 ; (V )下标取 3个不同数值
,

但有两个重复
,

如 二 ; 1223
·

以下着重研究五阶各向同性 D以祀a rt es
张量如何数学表示 的问题

.

为了寻求各向同性张量的形式
,

需要应用各种 DeSC alte
。正交坐标变换

,

常用的有以下几种

特殊的变换
:

( i) 绕某一坐标轴旋转 90O
,

例如绕 伪
3 轴转好

,

如图 1
.

其变换矩阵为
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(n ) 绕某一坐标轴旋转 1800
,

例如绕 勿
3 轴转 1毋

,

如图 2
.

其变换矩阵为
、.l
.
esee

,工

00
,l

,l

0
.

0
1 00

/厄.lleses、

一一�甘a

圈 1 坐标变换 (旋转 9口
,

) 圈 2 坐标变换 (旋转 1罗 )

圈 3 坐标变换 (旋转 l汾 ) 圈 4 坐标变换 (旋转 45 0)

111 ) 绕 口衬 轴旋转 1汾 ( 口材 轴与三坐标轴夹角相等 )
,

如图 3
.

其变换矩阵为

{
o ’ ”

、
( a “) “

}
” ” ‘

卜
、1 0 o j

( 份 ) 绕 勿
3 轴转 45o

,

如图 4
.

其变换矩阵为
、、.l
eses.口了

001涯 /2

涯 /2

0
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利用以上 4 种坐标变换
,

容易证明在定理 2 中的第 ( I )
、

( 11 )
、

(班)
、

( V )种类型的分量必

为零
,

而只有第 (W )种类型的分量不为零
.

以下对它们的表达式作出具体研究
.

,

根据其角标的不同排列
,

可分成 ro 类
:

犷 112 13

兀 l刀刃 ;

兀 1乃 11 ;

场如如如
.

卜月

对于定理 2 中第 ( W )种类型的分量 二

伽
( a ) j 二 l 二 二

,

如 二1

翻
; ( f)

( b ) j = 介 = ,
,

如 二 1

魏
; (g )

( e ) j 二 无 二 z
,

如 二

幽
; ( h )

二 j = l
,

无 二 王二

i = l 二
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(d ) i = k 二 m
,

如 二2 1
232 ; (i) i = j 二 m

,

如 二 11二 : ;

(
e
) i 二 无 = l

,

如 二 :2 113 ; (j) i =
j == k

,

如 二 : 11乃 ;

以下讨论这 ro 类分量在各类内部及各类分量之间的关系
.

以 (
a
)j 二 l 二 , 为例

,

由于 才

是五阶 Des c

art
e s
各向同性张量

,

其分量应满足
:

l) 二

沁
= a 自尹2为a 砰砰耐凡明

‘;

2 ) 二沁
二 ;r
沁

·

利用第 (iii )类坐标变换
,

可得

兀123 刀 = 二 允23 133 ,

兀乃 133 二

a 一声 2尹3 产2声 2声丙心

a Z尹 3产 1产 3声3声神
。‘

由于 尤 123 22 = 7r l刀 22

尤 123 乙 二 冗23 13 3

兀23 133 二 尤23 133

兀3 1211
.

于是

同理 二2 13 ; 1

利用第( i

兀 1刀刀

考虑到 二份刀
=

= 犷32 122 =

冗312 11 ,

兀13之泊
。

(l)

(2 )

)类变换可得

= a l产 2产 3产 2声 2西明
‘ = 一 兀2 131 1

朴2322
,

于是

尤 1刀22 二 一 尤2 13 11 ·

(3)

由 (l)
、

(2 )
、

(3)式即推知
:

犷 123 22 二 尤23 13 3 = 犷31 21 1 二 一 兀2 13 11 二 一 ;r l丈纷3 = 一 尤32 1左
。

令 殉地
= 久t ,

则定理 2 中第(W )种类型的分量中的(a) 类(即 j
二 l 二 二 时 )可用一个参数 孟:

表示
,

这种分量可写为(以下各式中下标重复出现多次不表示求和 )
:

l) ;r

伽
= 二拗

二 。

尹
1 二 ‘

沪八泌卜

对于定理 2 中第 IV 种类型的分量中的另外 9 类作同样的讨论
,

可以得到类似的结果
,

每一

类都引人一个参数 几‘(i 二 2
,

3
,

⋯
,

10)
,

这些分t 的表达式分别为

2 ) 二

她
= 二姗 二 ‘

沪 : 二 “

妈心产
2 ,

3 ) 二
蜘

二 二
咖

= ‘

尸
3 二 “如今蜘

3
,

4 ) 二

沁
二 二润‘ = ‘

沪
4 二 c

沪沪初 4
,

5 ) 二

伽
= 二
咖

= 。

耐
, 二 。护户必泌,

,

6 ) 二

伽
二 二

二
二 。

耐
6 二 。

动产碘
6 ,

7 ) 二

伽
二 二
泄

二 。

产
: = “

泌八泌
7 ,

8 ) 二

咖
二 二脚 = 。

泌 : = ‘

沪沪萨
。

,

9 ) 二

伽
二 二‘ 二 。护 , 二 ‘

矽产泌
9

,

10 ) ;r

卿
二 二

*
二 。

赫
: 。 = ‘

动庐动
10

·

为了得到最简洁的各向同性张童的表达式
,

还应讨论 从
,

肠
,

⋯
,

孟10 之间的相关性
.

为

此
,

我们先讨论 入:
与其它参数的关系

.

取第(Iv )种类型的变换
:

、、.l.wewe./0o
ti

, 、

f妙 件
、“训 二

}
一 “2 /2 丫

2/2
\ 0 0

应用 ;r份刀 二 二1

二
,

得到
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兀123 22 = al la护 3脚 2夕Z m 万训比
n =

1 1 1 1

万 7r ‘13 12 + 万打‘132 , + 万 尤‘23 u + 百尤123 22 -

且p

万 兀2‘3‘, 一
万尤2‘322

-

几l = 久8 一 几6 一 又9 。

1

万 ;r 223 12
l

一
万厂223 2

对定理 2 中第W 种类型的(b)
一
(j) 类作出类似的变换

,

同理可得

补 二 从 + 两 一 石。 ,

两 二 肠 + 礼 十 川。,

石 = 礼 一 两 + 石。
,

丸 二 丸 一 丸 一 久10
,

几 二 肠
一 礼 一 机。

,

补 二 从 + 肠 + 碗
,

几s = 久l + 久6 + 几9
,

几9 = 一 入l 一 久6 + 又8
,

入10 = 久9 + 入4 一 又2 .

以上 10 个方程等价于方程组
:

}{
, +

{
6 一

{
“ +

{
, “

毛
{{

, 一

{
‘ 一

{
, 十

令
’。

二艾
’

!艺
, 一

芍
, 一

芍
6 一

芍
’“ 一

厂
’

、 八 4 一 八 5 一 八7 + 几 8 = U
-

该方程组系数矩阵之秩 R( A )
二 4

,

未知数个数
n = 10

.

因此方程组的解中含有
n 一 r 二

6 个独立参数
,

不妨设为 久, ,

几2 , ,

⋯ 入6 ,

这时

入7 = 入l + 几2 + 几3
,

几8 = 又一 + 几2 + 又3 一 入4 一 几5
,

几9 == 几2 + 几3 一 入4 一 又5 一 入6 ,

久10 二 久3 一 几5 一 又6
.

容易验证
,

将上面推出的定理 2 中第W 种类型的分量的 ro 种表示式相加就是第W 种类型

分量的表达式
.

进 而也不难验证它在定理 2 中的其它 4 种类型的分量的情况下也适用
.

再考

虑到 几: ,

入2 ,

⋯
,

几1。
之间的关系

,

我们最后得到五阶各向同性 Desc
a rt eS 张量 的表示定理

:

定理 3( 表示定理) 五阶各 向同性 D e sc a rt e s
张量的一般表达式为

二泌、 = ‘

洒岁泌
l + ‘公心今产

: + “咖今卿
3 + 。

沪沪泌
; + 。伽岁沪产

5 + 。山庐声产6 +

。

沪沪玩 (入
, + 又: + 久3 ) + 。

沪庐* (几
, + 几2 + 又3 一 几; 一 入5

) +

。

护尹* (几
: + 又3 一 大4 一 人, 一 入6

) + 。

碱尹
;
(久

3 一 几5 一 又6
)

.
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