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摘要 � 将统计分析中的 � �� �� 方法应用到参数识别问题中
,

提出了利用测量频率的 �叮� � 估计识

别动力学模型的方法
,

该方法是基于广义逆特征值问题的解
�

考虑到试验数据的随机性
,

测量

频率用正态分布来描述
�

此外
,

将工程师关于测量频率的置信度进行量化
,

并且与识别过程相

结合
�

数值算例证明了这一方法的有效性
�
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�
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引 言

物理现象数学模型中的常见问题是用观测 的数据来对模型参数进行估计
�

近年来
,

参数

识别方法在试验和理论分析之间架起了桥梁
�

在实施动力学模型参数识别之前
,

需要确保观

测到的模态和频率是准确的
�

但是
,

在振动试验中
,

很难避免测量误差
,

很多情况都会影响测

量 的结果
�

由振动试验来确定结构的 自然频率和振型可能包括多个误差源
,

如仪器设备本身

的误差
、

噪声过大
、

故障
、

不正确的截断位置以及不适当的方法等
�

可见
,

任何观测过程都应考

虑测量时的不确定性
�

因此
,

如何处理试验数据的随机特性引起了广泛的关注〔
’
,��

,

参数识别

问题已有了许多的研究成果
,

大多数的文献仅考虑了试验数据的随机性而忽视 了工程师的经

验
�

为了克服这个缺 点
,

我们采用著名 的 ��� �� �� 方法得到试验的谱数据 �即 自然频 率 �的

� ��� � 估 计
,

用 ��� �� 估计值来进行动力模型的参数识别
�

我们的 目的是 降低不确定因素对参

数识别结果的影响
�

��� �� ��� 方法是将样本信息和其它可以利用的确切的先验信息结合起来的一种统计估计

方法
�

换句话说
,

一位工程师能否完成某件事的概率
,

是由他 自己的经验和知识决定的
,

本文

运用 � ���� ��� 观点来获得参数识别的数值解
�

在众多的 � �� � � 估计研究中
,

一般的做法先是假

定先验分布 函数�� 
,

然后用 ��� �� 规则来获得后验概率密度函数的描述
,

通常假定估计值的条

件概率密度 函数是高斯分布
,

主要 由于两方面原因
�
一是有许多特殊的数学性质 �二是高斯分

布与很多物理随机现象的概率规律很相似
�

本文方法将动力学试验与 ��� �� �� 理论相结合
,

把试验值的精度和对原模型值的置信度
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都考虑到参数识别过程中
�

�叮� � 方法给我们的研究提供了一个有用的工具
�

� �叮� � 理论

本文是用连续的正态分布来近似离散的分布
�

首先确定随机变量的统计特征
�

设 � �
,

� �
,

…
,

�� 是独立相同分布��
�

�
�

�
�

�的随机变量
,

其概率分布函数为正态分布
,

形如 � �产
,

母�
,

其中 产 和占为分布参数
,

同时也分别为均值和标准方差
�

分布参数也被认为是具有同样分布

函数的随机变量
,

并且作为先验分布 �� ��
�

为了简单
,

考虑未知函数为一实数 以一 �� � � �

�� �
�

然后观测数据的均值 元能够通过 ��� 
。
理论与 � 的先验分布结合得到一个修正的后验

分布�� � �见�
�

假定测量数据的样本均值 见是一个随机变量具有正态分布 � �产
,

占�
,

则其密度函数为

、��、�尹、�声、、
�尹
、�产

�弓‘
凡���

了�、‘了、
矛

‘
、
�‘
、‘了、, �、 �。� �

赢
二��

一

告�宁�
’

假设 � 的先验正态分布 � �人
,

��
,

其表达式为

�� ��
� �

丫厄云
�

� � �卫二� 、
�

� � 、 口 �

则
,

无和 � 的联合密度 函数为

八、
,

。� � �� 、 � 。�
·

八。� 二

瑞
·
二��

一

告���宁�
’ ·

�旱�
’

��
·

通过对 产 的加
、

减
,

很容易得到

�元 一 � �
� � �产

一 ���
�

将���代人���
,

���式变为

八无
,

。� � �� ��
一

告���
。一 亘

淤普�月恶�
’

�
·

� �� �� 的预测分布���� ��
�

�� ! �� ��� 山� ��� � �是观测随机变量的边缘分布
,

为

� �、� �

瓜八
、

,

。�

�� 、了贾蓦
�

���

口在给出无时的后验概率分布为
, , �

�

二
、

�� 叉
�

� � � � � � 、
� 、� � ‘ � � 声

认烹犷
二
甲节一下万污子

�
�� �气

一
万�

�

瓜丫笋亡了
��

。 �

心止
�

旦扭、��三更二�
,
�

��
“ 一 。� � 占� ���

� �  占� � �
’

其中均值为 �。�产 � 。� � ���。
� � 护�

,

标准方差为石凡万牙丁丽
�

因此可 以表明 � 的 且叮韶

估计是后验的期望�� 
,

即

肛又、二 旦
毕止军五

�

口 ‘
� 舀

‘
���

在前面的表达式中
,

假设先验分布和后验分布都是连续的
,

� 的后验分布描述了基本随机

变量 叉的分布函数中参数的统计不确定性
�

无的基本分布反映了随机变量固有的不确定性
,

并且和参数 � 的不确定性结合起来
,

得到见修正的概率分布
�

方程 �� 表明先验估计被修正
,

这意味着修正 的估计依赖于先验的信息和观测
�
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� 参数识别模型的描述

�
�

� 广义逆特征值问题

为求解参数识别问题
,

将频率和振型的物理变化与结构参数变化直接联系起来
,

归结为一

个广义逆特征值问题
�

结构动力特征方程为

孟中 � 掬阅鳍�
,

�� 

其中 � 为结构刚度矩阵
,

� 为质量矩阵
,

。 �
�币

� ,

叭
,

…
,

汽 �为振型矩阵
,

口 二 �� �� �斌
,

谜
,

…
,

。蕊�是频率矩阵
,

为对角矩阵
�

必� �如� � �
,

巾 �� 巾 二 口
�

�� 

对大型结构而言
,

要测量所有的频率和振型是不现实的
,

因此

巾�初协
� � 了

, ,

巾�盆必
, 二 口

� ,

��� �

其中 。
� 二
�币

� ,

也
,

…
,

感�和 。
, � ���� �端

,

。圣
,

…
,

。子�分别是测量的振型和频率矩阵
,

这些数

据被直接用来识别结构参数
,

这个识别过程需要建立每个单元的刚度矩阵 风 和未知材料的关

系
�

考虑一结构有
�
个单元和 � 个位移 自由度

,

总体刚度矩阵是单个刚度矩阵的和
,

对质量

矩阵同样处理
�

令 � � ��
� ,

� �
,

…
,

� 。

�是设计参数的集合
,

例如代表单元的截面积
�

最后组

装的刚度矩阵和质量矩阵可写为如下形式

万�夕� � 艺 �� �夕�
,

材�夕�
�

云 �� �川
·

����

这里的问题就是确定参数
,

使得相应的特征值方程具有给定的特征值
�

在 �� 改止川� 等

人�’� 的文献里系统完整地对含参数逆特征值问题作了研究
,

基于文献〔�」的理论和方法
,

我们

将动力模型参数识别问题视为一类广义逆特征值问题
,

通过假定特征值是参数的函数
,

利用频

率的理论值和测量值应当相等
,

建立起一组非线性方程组
,

用 � ��� � � �

�即��� � 方法解这个方程

组
�

因此
,

参数识别问题本质上等价于解下面非线性方程组

、�产、�
月

产

�
内、�月�几�

��二

‘

吸了、J
r
、

。 :(P )
一 。户

== 0

如果我们设

g ‘
( p )

= 。‘
( p )

一 。厂

= 1
,

…
,

r
。

i
=

1

,

…
,

r
,

其中 g (p ) = (9
1
(p )

,

9
2

伽)
,

…
,

gF 伽))
T ,

。才是测量的频率
,

设 夕 =
(p
l ,

p
Z

,

…
,

p
。

)

T

是含
n

个参数的矢量
,

p
‘

是问题的解
.
为了应用 N ew ton 方法解方程 (12)

,

我们需要计算 g’(衬k))
,

其中 g
,

(
夕)

=
( g ; (

夕 )
,

g 笼伽)
,

…
,

g

;
(
夕) )

T .

对(13)关于 夕

。入‘( 夕)

a Pj

求导
,

其中令 几‘( p )
= 。圣(p )

,

按照文献【5」
,

有

、,了、.产

l4巧
了.、了厄、

二

浏旦掣川
_ 久;旦琴生2协

.
’ ‘

、 口
Pj

’

口
Pj

,
一 ’

我们用 N洲to
n~
施phson 方法

,

通过解下面线性方程组
,

g
(

; ( k )
) 仰(
k) = g(尹(‘) )

,

并且方程 (15) 是线性方程组
,

其中
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, lweeses

es

.I.es,...eses。

1
一n
卜

,‘一nn一n
g一Pg一P
。.。

g
一乃a
一a口一aa一刁l一,‘,‘一勺‘g一Pg一P…

a一a刁一a

口gn

刁P Z

g一Pg一P
,.。

g一Pa
一口口一口刁一arllee

…
weesesL
g’

(
夕)

=

假定 沪是第 k 步逼近p
’ ,

令 几(沪)是第 无步迭代p = 尹时的特征值
,

那么第 k + 1步的逼近

结果 由下式给出

尹(‘+ ‘) = 尹(k) 一

如(
k),

(
1 6

)

最终
,

系数将被确定
.
解方程(15) 时

,

一般情况
r 护 n ,

这时我们用 M oo re
一

Pe

n

二
e
广义逆来求

解
.
然后下一步对解 p

‘

的逼近解 声
+1可以从解方程(16) 中获得

.

文献〔6〕中的 Kan t
oro vitch 收敛定理指 出

,

初值选取的好坏是牛顿迭代法成功的关键
.
通

常要使选取的初值满足 K
ant

, vi tc h收敛定理 的假设是不现实的
.
实际上的初值选取是在有

一定经验的猜测基础
_
L进行的

,

并且在计算过程中 自动调整
.
在参数识别中

,

初值向量的元

素代表结构的参数
,

其取值应当是正数
.
另外

,

如果能利用一些模型的信息
,

对初值选取比

较有利
.
本文算例 中初值取不同正数

,

收敛效果都很好
.

2
.
2 重特征值导数

无论在文献【7」中
,

还是我们的计算经验都表明将两个很接近的特征值当作重特征值处理

效果较好
.
当重特征值出现时

,

特征值一般在 p
’

点不可微
,

而且特征向量 叭不唯一
,

一般不

能在 p
’

点定义为参数 p 的连续函数
.
假定 几‘ = 。圣表示方程(8) 在p

= p ‘

点的 ‘个重特

征值
,

相应的特征 向量为 叭
,

叭
十 ;

,

…
,

叭
+卜 ; ,

令

。‘ =
(盛

,

叭
+l,

…
,

叭
+卜1 ) 任 双

nx ‘ ,

、‘户
、、,产

7

on
..1, .1

了.、2.、,)j (“‘, 一
(鄂

,
)

, = , , 一 ‘￡ 2 丝二卫2
a Pj

根据孙继广 的工作〔7]
,

嗡(几
‘
)
二 尸(。堪Dj (久

‘

) 。‘
)

定义为重特征值关于 p
‘的导数

,

其中爪
·

) 为谱半径
.

2
.
3 基本步骤

广义逆特征值问题的计算过程总结如下
:

l) 选择初始逼近解 p
“ ,

令迭代指标 k = 0;

2) 利用 (11) 在 p
=
声点形成刚度矩阵K 和质量矩阵M

;

3) 计算 茄。 二 爪阳河2 的最小
:
阶特征值几

‘
(
p 论
)
= 。圣(p

‘
)

,

i
=

正交的特征向量 叭(p‘)
,

i
=

1

,

…
,

r ;

4
) 检查收敛性

,

如果 }}。 (声)
一 。

’

}}
足够小

,

则停止计算;

5) 利用(14)或(15)计算 g
,

(
尸(‘)

)
:

6) 用(16 )计算逼近解 ;

1
,

…
,

r
,

和关于质量矩阵 M
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7) 令 k 二 k + 1 并重复 2) 以后 的步骤
.

3 数 值 算 例

数值算例是一个简单的大跨度桥
,

图 1是该桥的模型
,

分成 4 个单元
,

桥长 L 二 闷田 m
,

横

截面积 A
二

10 砂
,

关于 y 和
:
轴面积矩分别为毛 二 毛 二 1

.
0 、 1护m4

·

假定我们已知桥的前 5 阶频率的先验正态分

布
,

在试验中又测得桥的前 5 阶频率
,

样本的均值

和方差很容易获得
,

利用(7) 求后验分布
.
参数的 牛

分布列人表 1
,

其中第 1和第 2 阶频率的分布分别

见图 2 和图 3.

然后我们用后验分布中提供的均值来识别桥梁模型的参数
.
图1 桥的模型

本文讨论的间题是识别弹性

模量 E 和质量密度p
,

测量数据为频率
.
根据图 1模型

,

式(11) 可写为如下形式
,

其中矢量 p

包含 E 和 p 作为其元素

衰 1 不同颇率分布下的颇率均值与方整

先先脸分布布 边缘分布布 后验分布布

均均值值 方差差 均值值 方差差 均值值 方差差
人人人 吞吞 产产 古古 尹产 + 护孟孟 人

厂琴延延口口口口口口2 十 护护 V 口‘ + 占
‘‘

111

.

9222
0

.

1 555 2

.

1 111 0

.

以以 2
.
的的 O

‘

0 3 777

111 2

.

8555

0

.

1 333 1 3

.

0 111 0

,

1 777 1 3

.

0000
0

.

仍111

1112
.
9444 0

.
2444 13

.
1111 0. O777 13

.
的的 0

.
价222

3336
.
3 111 0

.
2888 36

.
曰曰 0. 以以 36

.
6222 0

.
03 888

3336
.
3999 0

.
解解 36

.
6777 0. 供供 36

.
6444 0

.
例999

,
.
边缘分布

一 先验分布

一 后验分布

.++ 边缘分布
·

一 先验分布

— 后验分布
4内,�,‘1

、彭旧侧脚哥娜

尸J
4
1�
2

彭、旧侧娜辞崔

2

频率 。/ H :

l3

频率 。 / HZ

图 2 1 阶频率分布 图3 2 阶频率分布

K (P ) 二 云
,

iKi
,

衬(夕) = 名
p渺‘.

( 1 9 )
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图 2 表明后验概率密度分布曲线比先验概率密度分布曲线和预测概率密度分布曲线更
“

尖
” ,

这意味着它包含更多的信息阁
,

因此和 Baye
。思想是一致的

.
基于频率后验信息分布识

别得到的结果见表 2.

表 2 不同频率分布下识别的参数比较

先先验分布布 边缘分布布 后验分布布

模模量 E /刊/讨讨 密度 p八岁心心 模量 E八/n 产产 密度 p八g八矛矛 模量 E八/砂砂 密度 p八留矽矽
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该算例说明了 Bay es ian 原理实际上就是在分析中
,

对已有 的信息(不论是先验得到的还是

观测得到的 )进行加权平均
.

4 结 论

本文研究 了结构动力模型的参数识别问题
.
测量误差具有随机性

,

为探讨随机性对参数

识别的影 响
,

基 于 Bay e。理论提出了改善识别效果 的方法
.
算例表明本文方法是有效的

,

数

学概念也比较简单易于接受
,

因此适合于实际问题
,

该方法在结构分析和试验之间架设一座

桥梁
.

算例同时也证明了统计识别方法为模型参数识别提供了一个有效的工具
,

结果清楚地表

明我们的方法优于没有同时考虑试验数据随机特性和工程师经验的方法
,

另外
,

本文方法可以

用于某些有工程意义的问题
.
如利用振动试验来确定结构的有限元模型

.
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