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极性连续统的增率型运动方程

和边界条件
�
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摘要: � 推导出了各种偶应力张量间和它们的变率间的关系,并建立起增率型角动量方程及其相

应的边界条件�� 于是,把这些结果和匡震邦在�非线性连续介质力学基础�中给出的经典连续统力

学的相应结果组合起来即得 Cauchy 形式和 Piola形式以及 Kirchhoff形式的极性连续统的增率型运

动方程和边界条件��
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引 � �言

文献[ 1]已对经典连续统力学的各种应力张量间的关系以及各种形式的动量方程和相应

的边界条件进行了系统的推导��在文献[ 2]中已对广义连续统场论作了相当全面的阐述��文

献[ 3]把 Euler角作为有向空间的角坐标,并研究了极性弹性介质的有限变形问题��

本文的目的是要建立各种偶应力张量间的关系及增率型的角动量方程和相应的边界条件��

于是,极性连续统的 Cauchy 形式、Piola 形式和 Kirchhoff形式的增率型运动方程和边界条件可

由本文的结果和文献[ 1]中推导出的经典连续统的结果组合起来得到��我们认为,这些结果对

于极性连续统力学的数值分析是重要的和有用的��这里我们按所用的 Cauchy 的和 Piola 的以

及Kirchhoff的应力和偶应力张量而把它们分别称为 Cauchy 形式和 Piola形式以及Kirchhoff形

式运动方程和边界条件��

在文献中存在两种 Piola应力张量的记法, 即 �= �KkgkgK 和 �= �KkgKgk�� 在本文中我们

采用后者,这将便于和[ 1] 与[ 2] 进行比较�� 为了能使Cauchy形式、Piola形式和Kirchhoff形式

的应力和偶应力张量[ ( tkl 和mk�)、( �kl 和 �k�) 和( T kL 和MK �] 相互协调, 这里采用我们在文献

[ 4] 中提出的角变形梯度 ��, � = ���/ ��� ,而没有采用文献[3] 的定义,即 ��, K = ���/ �XK��

本文在推导公式时应用卡氏线和角坐标,而在最后结果中写成对所有坐标系均适用的符

号记法形式��
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1 �各种应力张量间和偶应力张量间的关系

1�1 �各种应力张量间的关系
我们引用[ 1]中给出的各种应力张量间的关系如下:

A�变形梯度
� � F = FkKgkgK = xK , kgkgK , ( 1a1)

� � F
- 1

= F
- 1
kKgkgK = xk , KgkgK�� ( 1a2)

B� �1, t 和T 间的关系

1) �Kl = jXK , ktkl = TKLxl , L , ( 2a1)

� � �= jF
- 1 � t = T � F

T
; ( 2a2)

2) TKL = �klXL, l = jXK, kt klXL, l , ( 3a1)

� � T = �� F
- T

= jF
- 1 � t � F

- 1
; ( 3a2)

3) tkl = JXk , K�Kl = Jxk , KTKLxl , L, ( 4a1)

� � t = JF � �= JF � T � F
T
; ( 4a2)

这里 j = dv/ dV = J
- 1��

1�2 �各种偶应力张量间的关系
我们推导各种偶应力张量间的关系如下:

A�角变形梯度
� � � = ���g�g� = ��, �g�g� , ( 1b1)

� � �- 1
= �

- 1
��g�g� = �� , �g�g��� ( 1b2)

B� �, m 和M间的关系

1) �K� = jXK , kmk , � = MK���, � , ( 2b1)

� � � = jF
- 1 � m = M � �T

; ( 2b2)

2) MK � = �k���, � = jXK, kmk , ��� , �, ( 3b1)

� � M = �� �- T
= jF

- 1 � m � �- T
; ( 3b2)

3) mk� = Jxk , K�K� = Jx k , KMK���, � , ( 4b1)

� � m = JF � � = JF �M � �T
; ( 4b2)

这里 ��和 �� 分别为空间和物质描述中的角坐标��

2 �各种应力率张量间和偶应力率张量间的关系

2�1 �各种应力率张量间的关系
现引用文献[ 1]中给出的各种应力率张量间的关系如下:

A�变形梯度率
� � ( xk , K )

�
= v k , lx l, K , � �F = G � F , ( 5a1)

� � ( XK, k)
�
= - XK, lv l, k , � �F- 1

= - F
- 1 � G, ( 5a2)

这里 G = v k , l , gkg l为速度梯度张量��

B� ��, �T 和�t 间的关系
1) ��Kl = �TKLx l, L + TKLx m, Lv l, m = jXK, k(�tkl - v k, ptp l + v p , p tkl ) , ( 6a1)

� � �= �T � F + T � F
T � G

T
= jF

- 1 � [�t - G � t + ( � � v) t ] ; ( 6a2)
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2) �TKL = XL, l ( ��Kl - �Kpvl , p ) = jXK, k(�t kl - v k , p tpl - vl , p tkp + vp , pt kl ) XL, l , ( 7a1)

� � �T = ( ��- �� G
T
) � F

- T
= jF

- 1� [ �t - G � t - t � G
T

+ ( � � v) t ] � F
- T

; ( 7a2)

3) �tkl = J ( xk , K��Kl + vk , K�Kl - vp , px k, K�Kl ) =

J ( xk , Kxl , L�TKL + v k, Kxl , LTKL + v l, Lxk , KTKL - xk , Kx l , Lvp , pTKL ) , ( 8a1)

� � �t = J F � �� � [ �F - ( � � v) F] � � =

JF � [ �T + F
- 1 � �F � T + T � �FT � F

- T
- ( � � v ) T] � F

T�� ( 8a2)

2�2 � ��, �M 和 �m 间的关系
现推导各种偶应力率张量间的关系如下:

A�角变形梯度率
� � ( ��, �)

�
= ��, ���, �, � �� = � � �, ( 5b1)

� � ( ��, �)
�
= - �� , ���, �, � ( �- 1

)
�
= - �- 1 � �, ( 5b2)

这里 � = ��, �g�g�为角速度梯度张量��

B� ��, �M 和 �m 间的关系
1) ��K� = ( MK���, �)

�
= �MK���, � + MK���, ���, � =

( jXK, kmk�)
�
= jXK, k( �mk�- v k , pmp� + vp , pmk�) , ( 6b1)

� � � = �M � �T
+ M � �T � �T

= j F
- 1 � [ �m - G � m + ( � � v) m] ; ( 6b2)

2) �MK � = ( �K��� , �)
�
= ��K��� , � - �K���, ��� , � = ( jXK, kmk��� , �)

�
=

jXK , k [ ( �mk� - v k, pmp , � + vp , pmk�) ��� - mk���, ���, �] , ( 7b1)

� � M = ( ��- �� �T
) � �T

=

j F
- 1 � [ �m - G � m - m � �T

+ ( � � v ) m] � �- T
; ( 7b2)

3) �m k� = ( jxk , K�K�)
�
= J ( x k, K��K� + vk , K�K�- v p , px k, K�k�) =

( Jx k, KMK���, �)
�
= J ( xk , K��, ��MK� + vk , KMK���, � +

x k , KMK����, � - vp , pxk , KMK���, �) , ( 8b1)

� � �m = J �F � ��+ [ �F - ( � � v ) ] � � =

JF � �M + F
- 1� �F � M + M � ��T � �- T

- ( � � v) M � �T�� ( 8b2)

3 �增率型的运动方程和边界条件

3�1 �增率型动量方程
现引用文献[ 1]中各种增率型动量方程如下:

1) ��Kl, K + �0(�f l - �v l ) = 0, ( 9a1)

� � � � ��+ �0(�f - �v) = 0; ( 9a2)

2) ( �TKLxl , L + TKLv l , L ) , K + �0(�f l - �v l ) = 0, ( 10a1)

  t # ( ÛT # F
T

+ T # G
T
) + Q0( Ûf - &v) = 0;

3) ( t kl - v k , p tp l + vp , p tkl ) , k + Q( Ûf l - &v l ) = 0, ( 11a1)

  ¨ # [ Ût - G # t + ( ¨ # v) t ] + Q( Ûf - &v ) = 0; ( 11a2)

这里 ¨和 t 分别为协变和全协变导数算子# 

312  增率型角动量方程

现推导各种增率型角动量方程如下:

1) ÛLKH, K + EHkl ( v k , KSKl + xk , KÛSKl ) + Q0( ÛlH- &RH) = 0, ( 9b1)
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+ E: ( G # S+ F # ÛS) + Q0(Ûl - &R) = 0; ( 9b2)

2) ( ÛMK( UH, ( + MK ( ÛUH, ( ) , K + EHkl [ ( vk , Kx l, L + x k, Kv l, L ) TKL +

      xk , Kx l, LÛTKL ] + Q0( ÛlH- &RH) = 0, ( 10b1)

  t # ( ÛM # 7
T

+ M # Û7
T
) + E: [ ( GF + FG) : T +

      ( FF) : ÛT] + Q0(Ûl - &R) = 0; ( 10b2)

3) ( ÛmkH- v k , lmlH+ v p , pmkH) , k + EkHl (Ût kl - vp , p tkl ) + Q( ÛlH- &RH) = 0, ( 11b1)

  ¨ # [ Ûm - G # m + ( ¨ # v) m] + E: [ Ût - ( ¨ # v ) t ] + Q(Ûl - &R) = 0# ( 11b2)

313  应力率边界条件

现引用文献[ 1]中给出应力率边界条件如下:

1) P
H

( N)
l = NKÛSKl , ( 12a1)

  P
H(N )

= N # ÛS; ( 12a2)

2) P
H( N)

l = NK ( ÛTKLxl , L + TKLv l, L ) , ( 13a1)

  P
H

(N )
= N # ( ÛT # F

T
+ T # G

T
) ; ( 13a2)

3) P
H( n)

l = nkÛtkl + nr( vr , mnmnk - vr , k) t kl , ( 14a1)

  P
H( n)

= n # Ût + n # [ ( G # n) n - G] # t# ( 14a2)

314  偶应力率边界条件

现推导各种偶应力率边界条件如下:

1) c
H(N )

H = NKÛL KH, ( 12b1)

  c
H( N)

= N # ÛL; ( 12b2)

2) c
H(N )

H = NK ( ÛMK ( UH, ( + MK( ÛU H, ( ) , ( 13b1)

  c
H( N)

= N # ( ÛM # 7
T

+ M # Û7
T
) ; ( 13b2)

3) c
H( n)

H = nk( ÛmkH+ nr( vr , mnmnk - vr , k) mkH, ( 14b1)

  c
H( n)

= n # Ûm + n # [ ( G # n) n- G] # m# ( 14b2)

315  速度和角速度边界条件

从略# 

4  结  语

1) 极性连续统的Cauchy、Piola和 Kirchhoff形式的增率型运动方程及边界条件分别由( 9)

~ ( 11)及( 12) ~ ( 14)和速度和角速度边界条件组成# 

2) 类似地,微态连续统[ 5]的增率型运动方程和边界条件也可推导出来# 

3) 用曲线坐标系代替角坐标系后,本文给出的结果就可归结为 Eringen理论框架下的表

述形式# 

4) 本文的结果也可以从另文提出的极性连续统的虚增率功率原理推导出来# 
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E q u a t i o n s o f M o t i o n a n d B o u n d a r y C o n d i t i o n s o f

I n c r e m e n t a l R a t e T y p e f o r P o l a r C o n t i n u a

Dai T ian m in

( Center for the Application of Mathem atics &Depar tm ent of Ma thematics ,

L ia oning Un iver sity , Shenyang 110036, P R China )

Abst ra ct : The r elations between various couple stress tensor s and their change rates ar e derived. The

equations of angular momentum and the corresponding boundar y conditions of incremental r ate type

are pr esented. Thus the equations of motion and the boundary conditions of incremental rate type of

Cauchy form, Piola form and Kir chhoff form for polar continua are obtained in combination o f these

r esults with tho se for classical continuum mechanics der ived by Kuang Zhenbang.

Key w ords: equations of motion; boundary conditions; incr emental rates; polar continua
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