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摘要:  从弹塑性损伤力学的瞬态边值问题的虚位移原理出发,利用有限元技术,导出了弹塑性损

伤结构分析的线性互补方程,并给出了有限元算法# 这一方法适用于解决硬化、软化及非关联流

动等非线性材料的损伤结构分析# 
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引   言

近十几年来,连续介质损伤力学在许多工程领域得到了越来越多的应用,目前损伤力学研

究的热点主要在材料的损伤本构关系方面# 有关损伤结构分析原理方面的研究还较欠缺# 现

在普遍采用的损伤分析有限元方法是基于一般的弹塑性变分原理[ 1] ,以时间增量步长逐级耦

合来考虑损伤本构关系的迭代解法# 此方法较粗糙,为严谨,有时计算误差较大# 由于采用迭

代解法,即使在一个较小的载荷增量内,也要反复使用/试探 ) 求解 ) 调整0过程# 需要多次求

解代数方程组, 计算时间较长,当加载路径较复杂时,此方法的收敛性较差,有时甚至不收敛# 

损伤的本构行为涉及到材料的软化、硬化、非关联流动、非比例加载等高度非线性问题# 

结构的损伤分析是结构应力、应变场和损伤场同时耦合的结果# 应采用耦合的分析方法# 文

[ 2]提出了采用参变量变分原理的损伤耦合分析方法# 本文从弹塑性损伤的瞬态边值问题的

虚位移原理出发,利用有限元技术, 导出了适用于硬化、软化材料的弹塑性损伤结构分析的线

性互补解法# 

1  损伤演化方程

对于弹塑性各向同性损伤材料,设 W为系统的 Holmholtz自由能, 5* 为系统的耗散余势,

X为Kachnov各向同性损伤变量, �R= R/ (1- X) 为损伤有效应力, Y = Q5 W/5 X为损伤应变能
释放率, Q为材料的密度# 

由损伤力学理论可得损伤演化方程为
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  ÛX =
5 5*

5 Y , (1)

式中   Y = -
R2eq

2E( 1- X) Rv , (2)

其中 Rv 为三轴应力参数,

  Rv =
2
3
(1 + L) + 3(1 - 2L)

Rm
Req

2

# (3)

Lemaitre取 5* 为

  5
*
= -

B
b + 1

Y
B

b+ 1

ÛEp
eq, (4)

式中: B、b 为只与材料和温度有关的系数, ÛEpeq为等效塑性应变率# 

应用单向拉伸的 Rambeq_Osgood硬化规律, 并推广到三向应力状态, 有

  
Req

1 - X
= Kc( Epeq) 1/ M, (5)

式中: Kc、M 为材料常数# 

将( 4)式代入( 1)式并考虑到( 2)式和( 5)式,可得损伤演化方程

  d X
dt

=
K

c2

2EB
2
3
(1 + L) + 3(1 - 2L)

Rm
Req

( Epeq)
2/M

b

ÛEpeq# (6)

2  弹塑性损伤体瞬态边值问题的基本方程

211  基本方程
设 u、Ep、R、X、K等为在t时刻一组刻画损伤变形体8的形态与受力状态参量,求这组参量

的时间变化率, 使其满足下列基本方程 :

1) 平衡微分方程

  ÛRij , j + Ûbi = 0; (7)

2) 几何方程

  ÛEij = 1
2
( Ûui , j + Ûu j, i ) ; (8)

3) 本构关系

  ÛRij = �D ijkl ( ÛEkl - ÛEp
kl ) -

R0ij ÛX
(1- X0

)
, (9)

  ÛEpij = ÛK 5f
5Rij

  ÛK\ 0, (10)

  ÛX = -
5 5*

5 Y , (11)

  Y = -
R2eq

2E( 1- X)2
Rv ; (12)

4) 边界条件与初始条件

  ÛRij , j # nj = p
H
i   (在 Sp 上) , (13)

  Ûui = u
H
i   (在 Su 上) , (14)

  X | t = 0 = 0; (15)

5) 塑性变形强化参量 J的演化过程:由于当产生新的塑性变形时, 内变量会有相应的改

变,故通常还要给出塑性变形内变量演化方程# 对于率无关材料, ÛJ与ÛEp
ij 之间具有一次齐次
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的关系,所以由(10) 式得

  ÛJ= h( Rij , E
p
ij , J)ÛK# (16)

例如对于work harding 材料,由 ÛJ= Rij ÛEpij = Rij (5f /5Rij ) ÛK得

  h = Rij
5f
5Rij# (17)

在以上诸式中的 f 为加载曲面函数, 其方程一般为

  f = f ( Rij , E
p
ij , J) = 0# (18)

212  过程加载准则

在流动法则( 10)式中, ÛK取非零值当且仅当该介质点处于塑性加载状态# 以下在应变空

间中定义适合于硬化、软化、理想塑性材料的介质点时刻变载准则# 

为此,引进加载准则函数

  l =
5f
5Rij�D ijkl ÛEkl# (19)

1) 当 f < 0或 f = 0,但 l [ 0时,为弹性加载或塑性卸载状态,此时 ÛK= 0# 

2) 当 f = 0且 l > 0时,为塑性损伤加载状态, 此时 ÛK> 0# 

设经过充分小的时段 dt后,各状态参量的变化量分别为dui、dRij、dJ等,则在此过程中,显

然应满足

  f ( Rij + dRij , E
p
ij + dE

p
ij , J+ dJ) [ 0# (20)

为简化计算,对 f 作一阶泰勒展开

  �f = f 0+
5f
5Rij dRij +

5f
5Epij

dE
p
ij +

5f
5JdJ [ 0# 

因为弹塑性损伤问题以 dui、dK、dX作为基本未知量,所以由(10) 式可得

  �f = f 0+
5f
5Rij�D ijkldEkl -

R
0
ij

1- X0
dX- PdK [ 0 , ( 21)

其中   P=
5f
5Rij

�D ijkl
5f
5Rkl

-
5f
5Rij

5f
5Epij

- h
5f
5 J# (22)

由塑性理论要求在变形过程中应满足 P\ 0的条件[ 3]# 由 �D ijkl的正定性可知P的第一项

非负,下面讨论

  Pc =
5f
5Rij

5f
5Epij

+ h
5f
5J (23)

的正负# 

对于理想塑性材料, Pc = 0,而对于强化、软化材料可分成两种情况来讨论# 

a) 若介质点处于弹性或塑性卸载状态,则在 t时刻之后的一个充分小的时段内, Epij 和J皆

保持不变,而 Pc中的偏导数应理解为对应于 t时刻的右偏导,所以有 Pc = 0# 

b) 若介质点处于塑性加载状态,由塑性变形一致性条件,有

  5f
5RijÛRij +

5f
5Epij

ÛEp
ij +

5f
5JÛJ = 0# (24)

对于硬化材料, 由应力空间加载准则
[ 3]
可知, 上式中的第一项非负,将( 10)、( 17)两式代入

上式得 Pc [ 0# 

对于软化材料,
5f
5Rij

ÛRij < 0, Pc \0,在加载时,应变空间屈服面总是扩张的,这时应对软化

166 弹塑性损伤结构耦合分析的虚功原理和线性互补解法



速率有一定的限制, Pc [ 5f
5Rij

�D ijkl
5f
5Rkl

,以保证 P\ 0的要求# 

根据介质点的时刻变载准则及 P\ 0的条件,可以得到弹塑性损伤体的介质点在一个充

分小的时段内的过程变载准则 :

  �f = f 0+
R0ij

1- X
0d X+

5f
5Rij�D ijkldEkl - PdK [ 0, (25a)

  �f #dK= 0, dK\ 0   (在 8 中)# ( 25b)

213  损伤演化方程的处理

记  ÛX = L ( Rij , E
p
ij ) , (26)

将 L ( Rij , E
p
ij ) 作一阶泰勒展开, 有

  L ( Rij , E
p
ij ) = L

0
( Rij , E

p
ij ) +

5L
5Rij

dRij +
5L
5Epij

dEpij# (27)

将( 9)、( 10)式代入上式,得

  L ( Rij , E
p
ij ) = L

0
+

5L
5Rij�D ijkldEkl -

5L
5Rij

R
0
ij

1 - X0dX+

5L
5Epij

5f
5Rij - �Dijkl

5L
5Rij

5f
5Rkl dK# 

将上式代入( 26)式中,有

  �D ijkl
5L
5Rkl

dtdEij -
5L
5Rij

R0ij
1- X0

dt + 1 dX+

      
5L
5Epij

5f
5Rij - �D ijkl

5L
Rij

5f
5Rkl dt#dK+ L

0dt = 0# (28)

3  虚 功原 理

设Du i为满足Su 上齐次边界条件的任意虚位移,将 Dui 乘以(7) 式, 并在区域内积分,有

  Q8
ÛRij, jDuid 8 +Q8

Ûb iDuid 8 = 0# (29)

利用分部积分法,并注意到( 13)式,及在 Su 上, Dui = 0,上式成为

  Q8
ÛRijDu i, jd 8 = Q8

ÛbiDuid 8 + QS
p

p
H
iDuids# (30)

将( 9)、( 10)式代入上式,可得虚功方程

  Q8
�D ijklÛEijDEkl - �D ijkl

5f
5RijDEkl -

ÛX
1- X

0RijDEkl d 8 =

      Q8
ÛbiDu id 8 + QS

p

p
H
iDu ids# (31)

从虚功方程的推导可知, ( 31)式隐含区域 8 上的平衡微分方程( 7)、Sp 上的边界条件

(13) ,此外(31) 式还进一步利用了本构关系(9)、(10)# 若将其进行有限元离散后, 几何关系

(8)式和位移边界条件(14) 式被强制性满足,则还剩下(11)、(15)式及(25) 式# 由于损伤演化

方程(11) 式的展开式为(28) 式, 因此弹塑性损伤力学问题的完整变分提法应该是在(28)、(15)

及(25) 式的约束下求解虚功方程(31) 式# 

4  有限元离散及线性互补解法

将连续体 8 作有限元离散,共划分为 n 个单元(其中塑性单元 n1个,力边界单元 n2个) ,
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设 u
e 为 t 时刻单元 e 的结点位移列阵,引入有限元插值函数 N( x ) ,得

  u ( x , t ) = Nu( x ) u
e
( t ) , X( x , t ) = NX( x ) X

e
( t ) , E( x , t ) = B( x ) u

e
( t ) , (32)

式中, B( x ) = L( $) Nu( x ) ,这里 L( $) 为微分算子矩阵# 

将( 32)式代入( 31)式, 得

  E
n

e= 1
(Due) T�KeÛue - E

n
1

e= 1
(Due )T 5e1ÛKe - E

n

e= 1
(Due ) T 5e2 ÛXe =

      E
n

e= 1
(Due )TÛqe1 + E

n
2

e= 1
(Due) TÛqe2# (33)

再令 u, K, X分别为 t时刻有限元系统的结点位移列阵,塑性流动因子列阵和结点损伤值

列阵# 通过单元的组集装配,并注意到 Du 的任意性,得

  �K#Ûu - 5 1#ÛK- 5 2#ÛX = Ûq, (34)

其中

  �K = E
n

e= 1Q8
eB

T
�DBd 8, (35)

  5 1 = E
n
1

e= 1Q8
eB

T
�D
5f
5Rd 8 , (36)

  5 2 = E
n

e= 1Q8
e

1
1 - X0 B

T R0NX d 8 , (37)

  q2 = E
n

e= 1Q8
eN

T
ubd 8 + E

n
2

e= 1QS
p

N
T
u�p ds# (38)

对( 34)式在时间区间 [ t , t + dt ] 上进行积分,并采用欧拉积分,得

  �KDu- 5 1DK- 5 2DX = Dq# (39)

在弹塑性损伤问题中, Du、DK、DX 除了应满足虚功方程( 31)式外,还应在域内满足损伤演

化方程( 28)式,初始条件( 16)式和变载准则( 25)式# 下面将( 28)和( 29)式进行有限元离散,得

  C1Du + U1DX+ V1DK+ lD = 0, (40)

  �f = C2Du + U2DX+ DK+ f D = 0, (41a)

  �f #DK= 0, DK \ 0, ( 41b)

其中

  C1 = E
n

e= 1Q8
e B

T
�D
5L
5 Rdt d 8 , (42)

  C2 = E
n
1

e= 1Q8
e B

T
�D
5f
5 R d 8 , (43)

  U1 = E
n

e= 1Q8
e - N

T
X
5L
5R

R
0

1- X0dt + 1 d 8 , (44)

  U2 = E
n

e= 1
Q8

e N
T
X

R0

1 - X
0 d 8, (45)

  V1 = E
n
1

e= 1
Q8

e

5L
5Ep

5f
5 R-

5L
5 R�D

5f
5R dtd 8 , (46)

  V2 = E
n
1

e= 1
Q8

e

5f
5 R�D

5f
5R - Pc d 8, (47)
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  lD = E
n

e= 1
Q8

eL
0dtd 8 , (48)

  fD = E
n
1

e= 1
Q8

e�f ( R, E
p
, J)d 8# (49)

由( 39)式,可解得

  Du = �K- 1
( 5 1DK+ 5 2DX+ Dq)# (50)

将上式代入( 40)式,可得

  DX = - H
- 1
2 ( H1DK+ C1�K

- 1
Dq + lD ) , (51)

式中

  H1 = C1�K
- 1 5 1+ V1, (52)

  H2 = C1�K
- 1 5 2+ V2# (53)

再将( 50)、( 51)两式代入( 41)式中, 进行整理后, 并引入松驰变量 v, 可得到弹塑性损伤问

题有限元分析的线性互补方程

  v - 5DK= R , (54a)

  v
T #DK= 0,   v \ 0, DK\ 0, ( 54b)

式中

  5 = ( C2�K
- 1
5 2+ U2)

T#H- 1
2 #[ H1- ( C2�K

- 1
5 1+ V2) ] , (55)

  R = - ( C2�K
- 1 52 + U2)

T#H- 1
2 #( C1�K

- 1Dq + lD ) - fD# (56)

( 54)式是一个关于 DK、v 的非负互补问题,非线性计算仅表现在( 54)式中的互补项中# 

5  解 法过 程

将损伤变形体进行有限元离散,在得到形状插值函数 Nu、NX、B 后, 按弹性有限元中的方

法得到单元刚度矩阵 K
e 和外载列阵q

e# 根据初始条件 X | t= 0 = 0和损伤演化方程(6) 可知,

这里只考虑塑形损伤问题,因此,我们可从初始时刻起,沿着加载路径先进行弹性计算,直到有

单元进入塑形损伤状态, 纪录下对应于该时刻 t 0 有限元系统内有关的状态参量 R0、E
p
0、X0、J0

等# 然后,再沿着 t 0后的加载路径,离散时间变量 t 0 = t0, t 1, t 2, ,, t n 和相应的载荷�p 0, �p 1,

�p 2, ,, �p n ,将其细分为若干个适当的载荷增量步# 问题是已知 t 时刻有限元系统内的状态参

量ut、Rt、E
p
t、Xt及 Jt ,以及塑性损伤区分布, 如何求对应于载荷增量步 Dq 的 Du、DR、DEe、DX、

DJ等# 具体计算过程如下 :

1) 塑性损伤区预测: 先将问题视为弹性,计算出对应于 Dq 的/弹性应力场0DRc,然后依次

对弹性区中的各单元进行检查# 若 :

  Q8
ef ( Rt , E

p
t , Jt ) \ 0, (57)

则将该单元视为塑性损伤单元# 

2) 若无塑性损伤单元,则表明 Dq 系统呈弹性响应,此时仅需将 Rt叠加上 DRc,而 Ep
t 和Jt

保持不变, 然后转向下一个载荷载量步, 否则计算损伤耦合刚度矩阵 �K = (1- X0
) K, 并依次

对各塑性单元计算出相应的 5e1、5
e
2、C

e
1、C

e
2、U

e
1、U

e
2、V

e
1、V

e
2、l

e
D、f

e
D# 根据(37) ~ (49) 式组装

成结构整体矩阵 5 1、5 2、C1、C2、U1、U2、V1、V2、lD、f D # 
3) 依次计算 H1, H2, 5 , R# 

4) 解线性互补方程( 54)式,得DK,再由(51) 和(50) 式,可求得结点损伤增量DX和结点位
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移增量Du# 

5) 按以下诸式计算各增量

  DEp = DK
5f
5 R, DR = D(DE- DEp) , DJ= hDK# (58)

6) 累加计算:从而得到 t + Dt 时刻有限元系统的各状态增量为

  
ut+Dt = ut + Du, Et+ Dt = Et + DE, Ep

t+Dt = Ept + DEp,

Rt+Dt = Rt + DR, Xt+Dt = Xt + DX, Jt+ Dt = Jt + DJ# 
(59)

7) 修正塑性损伤区, 将塑性损伤区中DK= 0的那些单元去掉# 

8) 计算下一个时间增量步 $ti = ti+ 1- ti 和对应的外载增量 $pi = p i+ 1 - p i# 

9) 重复1) ~ 8)直至加载过程结束, 这样可得到完整的结构应力应变损伤场的全耦合结

果# 

6  结   语

本文根据弹塑性损伤力学的瞬态边值问题,提出了损伤结构分析的虚功原理# 利用有限

元分析技术,导出了适用于硬化、软化等材料损伤结构全耦合分析的线性互补解法# 对于软化

材料,要求对材料的软化速率有一定的限制, 以保证 P \ 0的条件# 

运用本文提出的损伤结构全耦合分析的线性互补解法,具有求解规模小、计算速度快等优

点,可弥补迭代解法的某些不足之处,具有较大的工程实际意义# 
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The Virtual Work Principle and Linear Complementary

Method for Coupling Analysis of Elasto_Plastic

Damage Structure

Ma Jinghuai

( Xin jiang Petr oleum Institute , Ulumu qi 830000, P R China )

Abstract: The virtual displacement principle of elasto_plastic damage mechanics is presented. A

linear complementary method for elasto_plastic damage problem is proposed by using FEM technique.

This method is applicable to solving the damage structure analysis of hardened and softened nonlinear

material.

Key words: elasto_plastic damage mechanics; virtual work principle; FEM technique; linear

complementary method

170 弹塑性损伤结构耦合分析的虚功原理和线性互补解法


