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均布载荷作用下夹层圆板的非线性振动
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摘要 :  给出了均布载荷作用下夹层圆板的大幅度振动方程# 按假设的时间模态导出了该问题的

非线性耦合的代数和微分特征方程组, 并利用修正迭代法求出了该方程组的近似解析解, 得到了

周边固定夹层圆板振动的幅频_载荷特征关系# 讨论了载荷对非线性振动性态的影响# 
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前   言

对于夹层板壳的大挠度问题, 由于数学上非线性的困难而仅有少数人进行过研究# 刘人

怀等在这方面作了许多工作, 得到了一系列有实际意义的结果[ 1~ 5] ,本文作者对夹层板的大幅

度振动问题做过初步探讨
[ 6, 7]# 然而,静载荷对夹层板壳振动性态的影响却很少有人加以讨

论,在一些工程实际问题中这一点是不可忽略的# 周又和[ 8]讨论了中心集中力作用下圆薄板

的微幅自由振动问题,基于空间、时间模态假设,利用 Galerkin法获得了最低固有频率_载荷特

征关系# 王晋莹[ 9]等研究了具有初挠度柔韧圆板的非线性振动问题,基于空间模态假设,利用

Galerkin法导出了时间模态的控制方程, 最后利用 Lindstedt_Poincare摄动法求出了非线性振动

的周期解,但文中忽略了静载荷作用下的薄膜力, 因此这项研究工作并不完善# 

本文采用一种解析法来研究静载荷作用下夹层圆板非线性振动问题# 静力平衡问题采用

精确解# 基于时间模态假设和变分法, 将挠度和应力函数设为时间和空间函数的分离形式,时

间函数取谐函数,空间函数未知# 所假设的振动模态包含两个未知的内禀量,即振频和一个由

于静变形而使板具有不对称刚度特性的非线性振子的/漂移0的小量[ 10, 11] , 这两个量均与载

荷、边界条件和振幅有关# 将假定的模态函数代入本问题的变分方程,导出空间模态的控制方

程和求解/漂移0的代数方程# 按修正迭代法求出空间模态的渐近表达式, 导出了均布载荷作

用下夹层圆板的幅频_载荷特征关系式,给出了数值结果# 讨论了静载荷对非线性振频及/漂

移0的影响,本文的解法可推广应用于环板和壳体问题的研究# 

1  基 本方 程

根据文[ 1] , 均布载荷作用下夹层圆板的量纲一化的非线性静平衡方程为
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其中, a 为夹层圆板半径, r 为径向坐标, h1为表板厚度, h0为上下表板中面间距离, D 为夹层

板抗弯刚度, q0 为均布载荷集度,详见文[ 1] ,且有L ( ,) = ( ( ,) , Q/ Q) , Q# 固定边界条件为
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在静平衡构形基础上,考虑其大幅度自由振动, 其运动微分方程的变分形式可由Hamilton

原理导出为
[ 6]
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应变协调方程为
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2
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设夹层圆板在静载荷 P0 作用下产生挠度 w 0, 在此基础上考虑其自由振动, 动挠度为 �w ,

则总挠度 w 可写为

  w = w 0 + �w , ( 9)

相应有

  Rr = R0
r + �Rr , ( 10)
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将( 9) ~ ( 11)代入( 6) ~ ( 8) ,并设其解为[ 10, 11]

  
�w = �W ( r ) ( N+ cosXt ) , �W= �<( r ) ( N+ cosXt ) ,

�Rr = �S ( r ) ( N+ cosXt ) + �T ( r ) ( N+ cosXt ) 2
,

( 12)

其中 N是一个未知量,它表征由于静载荷作用产生非线性弯曲变形导致板拉压刚度不对称的

非线性振子/漂移0 的大小, X是静平衡构形附近大幅度振动的量纲为一的振频, �W( r )、�<( r )、

�S ( r )、�T ( r ) 是未知的空间函数# 经一系列数学推导可得
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协调方程为
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其中 W0 = W( Q) | Q= 0,且有
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比较( 3)、( 20)两式有
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2  问题的解析解

据文[ 2]可得到本问题的精确静态解
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其中
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将( 13)、( 14)代入边界条件,再与( 15)联立可得到确定 a0、b1 的非线性代数方程组, 由此求出

不同 P 值及边界条件下的a0、b1 值,具体过程见文[ 2] # 

下面采用修正迭代法求解边值问题( 6) ~ ( 8)、( 10)、( 11) ,在一阶近似中,略去( 6)中非线

性项和与静变形有关项, 并取 N= 0有
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方程( 25)的解可设为
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式中 L1、L2为待定系数, 应由板的边界条件确定# 将( 30) 代入( 28a, b)、( 29a) 可得到
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矩阵 A中各元素表达式略# 由于 L为非零向量,故 A的行列式等于零, 即

  detA = 0# ( 32)

由( 32)式解出 X0,于是得到了 a ij ( i = 0, 1, 2; j = 1, 2) 的值,再由( 32) 式可确定 L1、L2,因

此 W1就确定了# 为求S1、T 1, 将( 30) 代入( 26)、( 27) 直接积分方程,并利用边界条件( 28c, d)、

( 29c, d) 可得到

195杜   国   君    李   慧   剑



  S
(1)

= W0 E
]

j= 0

B
(1)
j Q2j

, ( 33)

  T
(1)

= W
2
0 E

]

j = 0
C

(1)
j Q

2 j
, ( 34)

其中

  

B
(1)
j = -

B
j ( j + 1) E

j

i= 0
( j - 1) b2i+ 1A

(1)
j- i ,   j = 1, 2, ,,

B
(1)
0 = - E

]

j= 1

G( 2j + 1) - M
G- M

B
(1)
j ,

C
(1)
j = -

B
j ( j + 1) E

j

i= 0

i ( j - 1) A
(1)
i A

(1)
j- i ,   j = 1, 2, ,,

C
(1)
0 = - E

]

j= 1

G( 2j + 1) - M
G- M

C
(1)
j # 

( 35)

下面求 a0、a1、a2、a3, 为此将( 30)、( 33)、( 34) 代入( 14) 得
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于是( 14)可化为

  U1 W
2
0 + ( U2 + U3 W0 + U4W

2
0 + 115U5 W

3
0) N+ 2U1W

2
0N

2
+ U5W

2
0N

3
= 0, ( 39)

对于给定的 W0可由此求出 N# 

在二阶迭代中有如下特征值问题
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将( 22)、( 23)、( 30)、( 33)、( 34)代入( 40) ,可求得( 40)的解
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将( 43)代入( 41)、( 42)得

  HD= 0, ( 44)

其中

  D= [ D1, D2, 1]
T
,

  H =

1 1 - 1

h11 h12 h13

h21 h22 h23

# 

矩阵 H中各元素均可表示为 X的函数项级数,这里从略# 

由( 44)可得到如下频率方程

  detH = 0# ( 45)

这就是均布载荷作用下夹层圆板大幅度振动的幅频_载荷特征关系# 利用此式可对一定

的载荷 P0 及 W0 求出相应的振动频率 X, 因此矩阵 H 的元素全部确定, 再由( 44) 式求出 D1、

D2,到此二阶修正迭代解全部确定# 

3  数值结果及讨论

我们对所讨论的周边固定夹层圆板进行了数值计算, 取剪切参数 K = 0101, 0105, 011,量

纲为一的均布载荷 P 0 = 0, 25, 50, 75, 100,计算结果见图 1 ~ 6,以下对结果加以讨论# 

  图 1 幅频_载荷关系曲线 ( K = 0101)      图 2 幅频_载荷关系曲线 ( K = 0105)

图1~ 3给出了不同剪切参数下夹层圆板的幅频_载荷关系曲线# 由图可见, 静载荷不仅

可以改变夹层板的振动基频, 而且可以改变非线性振动性态,当剪切参数较小时 ( K = 0101) ,

随载荷增大,非线性性态逐渐减弱;当K 较大时( K = 0105, 011) ,随载荷增大,非线性性态又变

为逐渐增强,而且 K 值越大,非线性性态增强也越大# 
图4~ 6给出了非线性振子的漂移 N随载荷及振幅的变化规律# 由图可见,当 K 较小时,

非线性振子的漂移随载荷的增大而增大; 当 K = 0105时,如振幅较小, 随载荷的变化, 非线性

198 均布载荷作用下夹层圆板的非线性振动



振子的漂移变化很小,当振幅增大到一定程度时, 非线性振子的漂移又随载荷增大而增大;当

K 较大时,非线性振子的漂移先是随载荷增大而减小,当振幅增大到一定程度时, 又随载荷增

大而增大# 总体上看,随着振幅的增大, N开始增大,达到某个极大值后又开始衰减# 

  图 3  幅频_载荷关系曲线 (K = 011)       图 4 载荷对漂移的影响 (K = 0101)

  图 5 载荷对漂移的影响 (K = 01 05)       图 6 载荷对漂移的影响 ( K = 011)
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Nonlinear Vibration of Circular Sandwich Plate

Under the Uniformed Load

Du Guojun,  Li Huijian

( Depar tm ent of Civil En gin eer in g an d Mechan ics , Yan shan Un iver sity ,

Qinhu angdao , Hebei 066004, P R China )

Abstract: The differential equations of the axisymmetric large amplitude free vibration for circular

sandwich plates under static load are derived, and a set of nonlinearly coupled algebraic and

differential eigenvalue equations of the problem are formulated following an assumed time mode

approach suggested. The analytic solutions are presented and a relation for amplitude frequency_load

of the plates with edge clamped is derived by modified iteration method. The effects of static load on

vibrations of plates are investigated.

Key words: circular sandwich plate; uniformed load; nonlinear; amplitude frequency_load

characteristic relation
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