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量子力学中 TFD方程边值问题的存在性
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摘要:  建立了量子力学中的 TFD方程, 利用常微分方程奇性边值问题理论和上下解方法得到了

解的存在性定理# 

关  键  词:  TFD方程;  奇性边值问题;  存在性;  上下解

中图分类号:  O17518   文献标识码:  A

引   言

为研究量子力学中原子的电荷密度, 最终归结到利用波函数 W( r) 来求解 SchrÊdinger方
程:

  -
1
2
¨2

+ V( r) W( r) = EW( r) , (1)

  | W(0) | < M, | W( r) | | r | y ] = 0# (2)

问题的关键在于决定 V( r )# 1927年 Thomas和 Fermi几乎同时得到了著名的Thomas_Fermi方

程
[ 1] ~ [ 2]# 由于 SchrÊdinger方程对量子力学研究的重要性,直到现在,人们对与之有关的边值

问题不失兴趣[ 3] ~ [ 5]# 根据现代量子力学的要求, 促使人们更精细地描述原子壳层结构, 从而

对SchrÊdinger 方程的 V( r ) 作出更精确的分析 # 本文将致力于建立量子力学中的

Thomas_Fermi_Dirac方程(简称TFD方程) 及研究其某些边值问题的存在性# 

1  TFD 方 程

根据Thomas_Fermi统计模型, 原子核任意一点的电势 (即单位负电荷所做的功) 可表为

- V( r ) / e,且满足下述方程

  ¨2
-

V( r )
e

= 4Pn( r ) , (3)

其中 n( r ) 为电子密度# 又从 Fermi_Dirac统计方法可得

  n( r ) =
8 2m

3/ 2
e

3P2Ü2
1
P
+ V0- V( r ) +

1
P2

1/ 2 3

, (4)

me 为电子质量, Ü = h/ 2P, h为Plank常数, V0 为负电荷势最大值# 
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利用原子单位: me = Ü= e = 1,从(3)、(4) 两式我们有

  ¨2
V( r ) = -

32 2
3P

1
P
+

1

P2
+ V0- V( r )

1/ 2 3

,

即

  1

r
2

d
dr r

2 d
dr V̈ ( r ) = -

32 2
3P

1
P+

1

P2
+ V0- V( r )

1/ 2 3

,

或

  1

r
2

d
dr

r
2 d
dr

1

P
2 + V 0- V( r ) =

32 2
3P

1
P
+

1

P
2 + V0- V( r )

1/ 2 3

,

于是

  
d2

dr 2+
2
r

d
dr

1

P2
+ V0- V( r ) =

32 2
3P

1
P+

1

P2
+ V0- V( r )

1/ 2 3

,

或者

  d
2

dr
2 r

1

P2+ V0 - V( r ) =
32 2
3P r

- 1/ 2 r
1/ 2

P + r
1

P2
+ V0- V( r )

1/ 2 3

# 

作变换

  r = P2x , y ( x ) = r
1
P2 + V 0- V( r ) ,

化简得到TFD方程为

  yd =
32 2

3P2
x
- 1/ 2

( x
1/ 2

+ y
1/ 2
)
3# (5)

与Thomas_Fermi方程相同,它有 3个对应着不同物理意义的边界条件:

正离子型

  y (0) = 1, y ( b ) = 0; (6)

具有 Bohr半径 b 的中性原子

  y (0) = 1, - y ( b ) + byc( b) = 0; (7)

孤立中性原子型

  y (0) = 1, y ( ] ) = 0, (8)

其中 b > 0 # 

2  奇异边值问题

由于方程( 5)在 x = 0点奇异,条件(7) 的第2式又与一般的边界条件不同( y ( b) 与 yc( b )

的系数反号) ,故对其研究者甚少# 我们将利用常微分方程奇性边值问题理论及上下解方法

讨论(5)、(6) 和(5)、(7) 的解的存在性# 

考虑具有奇性的两种边值问题

  W( t ) yd = f ( t , y ) , (9)

  y (0) = A , y (1) = B, (10)

  y (0) = C , g( y (1) , yc( 1) ) = 0# (11)

定义  如果函数 A( t ) , B( t ) I C
2
[ 0, 1] ,使得当0 [ t [ 1时成立 A( t ) [ B( t ) , W( t ) Ad( t )

\ f ( t , A( t ) ) , W( t ) Bd( t ) [ f ( t , B( t ) ) , 则分别称 B( t ) 和 A( t ) 为方程(9) 的上解和下解# 

引理 1[ 6]  假设
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1) W( t ) I C [ 0, 1] , W( t ) > 0 (0 < t [ 1) ,且

  lim
t y0

+

t
2

W( t )
存在, Q

1

0

t
W( t )

dt < ] ;

2) 当 | y | > max( | A | , | B | ) 时, yf ( t , y ) > 0, 0 [ t [ 1,则边值问题(9)、(10) 的解存

在# 

引理 2  假设

1) 引理 1的条件 1)成立;

2) g( u, v ) I C (R
2
) ,且 g ( u, v) 对固定的 u 关于v 单调不减;

3) 方程( 9)有上解 B( t ) 和下解 A( t ) ,满足

  A(0) [ C [ B(0) , g ( A(1) , Ac(1) ) [ 0 [ g( B(1) , Bc(1) ) ;

则边值问题( 9)、( 11)有解 y ( t ) I C
2
[ 0, 1] H C [ 0, 1] 使得

  A( t ) [ y ( t ) [ B( t ) ,   0 [ t [ 1# 

证明  首先当 A(1) = B(1) 时,由 A( t ) [ B( t ) , 0 [ t [ 1可得 Ac(1) \ Bc(1) ,又据条件
3) 知 Bc(1) \Ac(1) ,即有 Ac(1) = Bc( 1) ,则 y (0) = C, y (1) = A(1)在[ 0, 1] 满足 A( t ) [ y ( t )

[ B( t ) 的解 y ( t ) 就是所要求的解# 

其次考虑 A(1) < B(1) 的情形# 根据文[ 7] 的推论313知边值问题
  W( t ) yd = f ( t , y ) ,

  y (0) = C , y (1) = A(1)

有解,任取其一并记为 A0( t ) , 显然 A( t ) [ A0( t ) [ B( t ) , 0 [ t [ 1,于是 Ac(1) \ Ac0(1)# 由

条件 2) 得

  g( A0(1) , A
c
0(1) ) [ g( A(1) , Ac(1) ) [ 0, (12)

如果上式等号成立, 则 A0( t ) 便是(9)、(11) 的解# 否则考虑边值问题

  W( t ) yd = f ( t , y ) ,

  y (0) = C , y (1) = B(1)# 

又由文[ 7]推论 313知此问题有解,并任取其一记为 B0( t ) , 亦有

  A0( t ) [ B0( t ) [ B( t ) ,   0 [ t [ 1,

显然 Bc0(1) \ Bc(1)# 再从 g ( u, v) 的单调性知

  g( B0(1) , B
c
0(1) ) \ g ( B(1) , Bc(1) ) \ 0# (13)

同理,如果上式等号成立,则定理得证# 否则取 d 1 = [ B0(1) + A0(1) ] / 2,并考虑边值问题

  W( t ) yd = f ( t , y ) ,

  y (0) = C , y (1) = d 1,

从文[ 7]推论 313可得其解存在,任取其一记为 y ( t ) ,则 A0( t ) [ y ( t ) [ B0( t ) , 0 [ t [ 1# 如

果 g ( y (1) , yc(1) ) = 0,则定理为真; 如果 g( y (1) , yc(1) ) > 0,则取 A1( t ) = A0( t ) , B1( t ) =

y ( t ) ; 如果 g( y (1) , yc(1) ) < 0, 则取 A1( t ) = y ( t ) , B1( t ) = B0( t )# 于是

  B1(1) - A1( 1) =
1
2
[ B0(1) - A0(1) ]# (14)

再取 d2 =
1
2
[ B1(1) - A1(1) ] ,并考虑边值问题

  W( t ) yd = f ( t , y ) ,

  y (0) = C , y (1) = d 2# 
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显然该问题亦有解, 任取其一记为 y ( t ) ,与 A1( t )、B1( t ) 的类似选取可得 A2( t )、B2( t ) 满足

  A1( t ) [ A2( t ) [ B2( t ) [ B1( t ) ,   0 [ t [ 1 ,

  B2(1) - A2( 1) =
1
2
[ B1(1) - A1(1) ] =

1

22
[ B0(1) - A0(1) ]# 

于是利用数学归纳法可得两串序列 An( t )
]
1 , Bn( t )

]
1 满足

  A0( t ) [ A1( t ) [ , [ An( t ) [ Bn( t ) [ , [ B1( t ) [ B0( t ) , (15)

  Bn(1) - An (1) =
1

2n[ B0(1) - A0(1) ]# (16)

此外,据奇性边值问题的Nagumo 定理
[ 8]
知 An ( t ) 、 Bn ( t ) 、 Acn( t ) 、 Bcn( t ) 还在0 [

t [ 1上一致有界同等连续# 又由 An( t ) 、Bn( t ) 的选取知

  g( An (1) , A
c
n (1) ) < 0, g( Bn (1) , B

c
n(1) ) > 0, (17)

故存在一致收敛的子序列 Bn
j
( t ) 、Ani ( t ) 使得

  Bn
j
( t ) y y 0( t ) , B

c
n
j
( t ) y y

c
0( t ) ,   0 [ t [ 1, j y ] ,

  An
i
( t ) y �y 0( t ) , A

c
n
i
( t ) y �yc

0( t ) ,   0 [ t [ 1, i y ] ,

即 y 0( t )、�y 0( t ) 都是满足方程(9) 的, 且

  y 0(0) = C = �y 0(0) , g ( y 0(1) , y
c
0(1) ) \ 0, g (�y 0(1) , �y

c
0(1) ) [ 0# (18)

由( 15)、( 16)两式可知 �y 0( t ) [ y 0( t ) , 0 [ t [ 1, �y 0(1) = y 0(1) ,于是

  �yc
0(1) \ y

c
0(1)# (19)

这样从( 18)、( 19)再得到

  0 [ g ( y 0(1) , y
c
0(1) ) [ g (�y 0(1) , �y

c
0(1) ) [ 0, (20)

即 g ( y 0(1) , y
c
0(1) ) = g (�y 0(1) , �y

c
0(1) ) = 0, 从而定理得证# 

3  TFD方程的可解性

现在我们利用第二节的结论来讨论TFD方程边值问题( 5)、( 6)及( 5)、( 7)解的存在性# 

为了方便起见, 作自变量变换 x = bt ,则(5)、(6)、(7) 可依次变为

  t
1/ 2
yd = L ( b

1/ 2
t
1/ 2

+ y
1/ 2
)
3
, (21)

  y (0) = 1, y (1) = 0, (22)

  y (0) = 1, - y (1) + yc(1) = 0, (23)

其中   L =
32 2

3
P2 b3/ 2# 

易知下面只须对边值问题( 21)、( 22)及( 21)、( 23)进行讨论# 

定理 1  边值问题( 21)、( 22)有解# 

证明  记 W( t ) = t
1/ 2
, 则 W( t ) I C[ 0, 1] , W( t ) > 0, ( 0 < t [ 1) ,且

  lim
t y0

+

t
2

W( t ) = 0, Q
1

0

t
W( t ) dt < ] ;

又根据物理意义TFD方程没有非负解,且从 yd( t ) = Lt
- 1/ 2

( b
1/ 2

t
1/ 2

+ y
1/ 2

)
3知其解曲线是凹向

下的,更进一步有 0 [ y ( t ) [ 1- t , 0 [ t [ 1# 于是引理 1的条件得以满足,从而边值问题

(21)、(22) 在 0 [ t [ 1上有解 y ( t ) , 使得 0 [ y ( t ) [ 1- t# 

定理 2  边值问题( 21)、( 23)有解# 

证明  记 W( t ) = t
1/ 2
, g ( u, v) = - u + v,则 W( t ) I C [ 0, 1] , g( u , v ) I C( R

2
) , 且 W( t )
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> 0, (0 < t [ 1) , lim
t y 0

+

t
2

W( t )
= 0,Q

1

0

t
W( t )

dt < ] , gv ( u, v) = 1 > 0,即引理 2的条件1)、2) 成

立# 

设 yE
k
( t ) 是初值问题( t + Ek)

1/ 2
yd = L( b

1/ 2
t
1/ 2

+ y
1/ 2
)
3
, y (1) = m, yc(1) = m 的解,其中

m、Ek 是正数,而且 Ek �0+ ( k y+ ] ) ,及这样的 m 是存在的, 则

yE
k
( t ) = yE

k
(1) + y

c
E
k
(1) ( t - 1) + LQ

t

1
( t - s ) ( s + Ek )

- 1/ 2
( b

1/ 2
s
1/ 2

+ y
1/ 2
E
k
( s ) )

3
d s# 

显然   yE
k
(0) = LQ

0

1
(- s ) ( s + Ek)

- 1/ 2
( b

1/ 2
s
1/ 2

+ y
1/ 2
E
k
( s ) )

3
ds > 0# 

由 yE
k
( t ) 所满足的方程及其表达式,对固定的 m,不难验证序列 yE

k
( t ) 单调不增,且于[ 0, 1]

上一致有界等度连续# 存在 y0( t ) I C[ 0, 1] ,使得于[ 0, 1] 上

  lim
k y ]

yE
k
( t ) = y 0( t ) ,

而    y 0( t ) = mt + LQ
t

1
( t - s) s

- 1/ 2
( b

1/ 2
t
1/ 2

+ y
1/ 2
0 ( s) )

3
ds # 

令  M = max
0[ t [ 1

1 [ k< + ]

yE
k
( t ) , N = min

0 [ t [ 1
1 [ k< + ]

yE
k
( t ) ,

于是选取上下解分别为

  B( t ) =
y 0( t )

N
, A( t ) =

y0( t )

M
,   0 [ t [ 1,

这样我们就有

  A( t ) [ B( t ) , W( t ) Bd( t ) [ L ( b
1/ 2

t
1/ 2

+ B1/ 2( t ) ) 3
,

  W( t ) Ad( t ) \ L ( b
1/ 2

t
1/ 2

+ A
1/ 2
( t ) )

3   0 [ t [ 1,

及    B(0) \ 1 \ A(0) , - B(1) + Bc(1) = - A(1) + Ac(1) = 0,

由引理2知边值问题( 21)、( 23)有解# 
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Existence of Boundary Value Problems for TFD

Equation in Quantum Mechanics

Wang Guocan1,  Ding Peizhu2,  Zheng Chengde1
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Da lian 116028, P R China ;
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Abstract: TFD equation in quantum mechancis is established. The existence theorems of the

solutions are obtained by singular boundary value problem theory of ordinary differential equation and

upper and lower solution method.

Key words: TFD equation; singular boundary value problem; existence; upper and lower solution
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