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�_伪压缩型映象的具误差的 Ishikawa

和 Mann迭代程序的收敛性问题
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摘要: � 引入 �_伪压缩型映象的概念, 并研究了此类映象的具误差的 Ishikawa和Mann 迭代程序的

收敛性问题�� 本文结果改进和发展了许多人的最新结果��
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1 �引言及预备知识

本文中处处设 E是一实Banach空间, E
* 是 E的共轭空间, ��, ��表E 和E

* 间的配对��

如果 D是E 之一非空集,我们用2
D
表D的一切非空子集的族�� 映象 J : E � 2

E
*

是由下式定

义的正规对偶映象 :

� � J ( x ) = f � E
*

: �x , f �= � f � � � x � , � f � = � x � , x � E��

定义 1�设 D 是E之一非空集, T : D � 2
E
是一多值映象�� T 称为 �_伪压缩型映象,如果

存在一点 x
* � D及一严格增的函数�: [ 0, � ) � [ 0, � ) , �( 0) = 0, 使得对每一 x � D ,存在

j ( x - x
*

) � J ( x - x
*

) 满足

� � ��- x
*

, j ( x - x
*

)� � � x - x
* � 2

- �( � x - x
* � ) � � � � Tx�� ( 1)

应该指出: �_伪压缩型映象是一类比较广泛的非线性型映象, 它包含许多重要的非线性

单值和多值映象为特例��

1) 取 �( s ) = ( 1- k) s
2
, s � 0, 0 < k < 1, 则定义 1等价于: 存在 x

* � D, 使得对任

一 x � D, 存在 j ( x - x
*

) � J ( x - x
*

) 满足

� � ��- x
*

, j ( x - x
*

)� � k � x - x
* � 2

, � � � Tx�� ( 2)

这类映象称为单调型映象,它首先由 Dunn[ 1]在 Hilbert空间的框架下引入和研究��以后在

Chidume[ 2]及Chang_Tan[ 3]在 Banach空间的框架下作了进一步的研究��

2) 如果 T: D � E是一单值映象且F ( T) � �(其中 F ( T) 表T 在D中的不动点全体的集

合)�� 取 �( s ) = �( s ) � s ,其中 �: [ 0, � ) � [ 0, � ) 是一严格增的函数, �( 0) = 0,则定义 1

等价于对任一 x � D及任一 x
* � F( T ) ,存在 j ( x - x

*
) � J ( x - x

*
) 使得
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� � �Tx - x
*

, j ( x - x
*

)� � � x - x
* � 2

- �( � x - x
* � ) � � x - x

* �� ( 3)

这类映象称为 �_半压缩映象,它首先由Osilike[ 4]引入和研究��

3) 特别,如果 T: D � E 是一单值映象满足条件: 存在一严格增的函数 �: [ 0, � ) � [ 0,

� ) , �( 0) = 0,使得 � x , y � D ,存在 j ( x - y ) 满足

� � �Tx - Ty , j ( x - y )� � � x - y � 2
- �( � x - y � ) � � x - y � ( 4)

则称 T 为�_严格伪压缩映象�� 这类映象首先在Osilike[ 4] 中引入和研究�� 显然,如果 F ( T )

� �,则 �_严格伪压缩映象必是 �_半压缩映象��
4) 特别在( 4)中取 �( s ) = ( 1- �) s, 0 < �< 1,于是 � x , y � D ,存在 j ( x - y ) � J ( x

- y ) 使得

� � �Tx - Ty , j ( x - y )� � �� � x - y � 2�� ( 5)

这类映象 T 称为强(或严格) 伪压缩映象(见[ 11] )

当 �= 1时,满足( 5) 的映象 T 称为伪压缩映象��

5) 如果 I - T : D � E (其中 I 是恒等映象) 为强伪压缩映象(或伪压缩映象) , 则称T 为强

增生映象(或增生映象) , 于是由4) , � x , y � D,存在 j ( x - y ) � J ( x - y ) 使得

� � �( I - T ) x - ( I - T) y , j ( x - y )� � �� � x - y � 2
, 0 < �< 1,

(或�( I - T) x - ( I - T) y , j ( x - y )� � � x - y � 2
) ��

从而有

� � �Tx - Ty , j ( x - y )� � ( 1 - �) � � x - y � 2
, ( 6)

� � (或�Tx - Ty , j ( x - y )� � 0)�� ( 7)

关于增生映象的概念首先由 Browder[ 5]及 Kato [ 6]于 1967年独立引入��这一类映象的引

入与研究 Banach空间中的非线性发展方程解的存在性问题紧密相关��关于增生映象理论,

Browder证明了如下的结果:设 T 是E 上的局部 Lipschitz的增生映象,则初值问题

� �
du( t )

dt
+ Tu( t ) = 0,

u( 0) = u0,

是可解的��

定义 2 �设 D是E之一非空集, T : D � 2E是一多值映象, x 0 � D是一给定的点,如果由下

式定义的序列 xn , yn � D :

� �
x n+ 1 � ( 1 - �n ) x n + �nTyn,

y n � ( 1- �n) xn + �nTxn,
( n = 0, 1, 2, � ) ( 8)

则称 xn 为T 的 Ishikawa迭代序列
[ 7]

,共中 �n , �n 是[ 0, 1] 中的满足某些条件的实数列��

如果 �n = 0, n = 0, 1, 2, � , 即

� � x n+ 1 � ( 1 - �n ) x n + �nTx n, n = 0, 1, 2, � ( 9)

称为 T 的Mann迭代序列��

定义 3 �设 D是E之一非空集, T : D � 2
E
是一多值映象, x0 � D是一给定的点�� 如果由

下式定义的序列 x n , y n � D :

� �
x n+ 1 � �n xn + �nTyn + �nun,

y n � �̂n x n + �̂nTx n + �̂nvn��
n � 0, ( 10)

称为 T 的具误差的 Ishikawa迭代序列,其中 un , vn 是E 中的两个序列, �n , �n , �n ,
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�̂n , �̂n 和 �̂n 均为[ 0, 1] 中的满足下述条件 :

� � �n + �n + �n = �̂n + �̂n + �̂n = 1( n = 0, 1, 2, � ) ,

及其他条件的实数序列��特别,如果 �̂n = �̂n = 0, n = 0, 1, 2, � ,则由下式定义的序列 x n �
D :

� � x n+ 1 � �n xn + �nTxn + �nun � ( n = 0, 1, 2, � ) , ( 11)

称为 T 的具误差的Mann迭代序列,其中 un 是E中的序列, 而 �n , �n , �n 是[ 0, 1] 中的

序列,且满足 �n + �n + �n = 1, n � 0��

注� 由定义 3易知, Mann迭代序列, Ishikawa迭代序列都是具误差的 Ishikwaw 迭代序列的特例��

关于强增生映象、强伪压缩映象、单调型映象、�_强增生映象及 �_半压缩映象方程的解

及其不动点的 Ishikawa和Mann迭代程序的逼近问题,近年来已被许多人讨论过(见,例如[ 1~

4, 9~ 22] )��

本文的目的是引入 �_伪压缩型映象的概念, 并研究单值和多值 �_伪压缩型映象不动点

的具误差的 Ishikawa和Mann迭代程序的逼近问题, 而映象不必满足 Lipschitz条件��本文结果

是引文[ 1~ 4, 9~ 23]中相应结果的改进和推广��

下面的引理在本文中起到重要的作用��

引理 1�1[ 9] �对任意的 x , y � E 有

� x + y � 2 � � x � 2
+ 2�y , j ( x + y )�, � j ( x + y ) � J ( x + y ) ,

其中 J 是E � 2E
*

的正规对偶映象��

引理 1�2[ 23] �设 an
�
n= 0, bn

�
n= 0, cn

�
n= 0 是三个非负实数列满足条件: 存在正整数

n0,当 n � n0时

� � an+ 1 � ( 1- tn ) an + bn + cn,

其中 t n
�
n= 0 是[ 0, 1] 中的序列, �

�

n= 0
tn = � , bn = 0( tn ) 且 �

�

n= 0
cn < �� 则 lim

n � �
an = 0��

引理 1�3�设 E 是实的光滑的 Banach空间,则正规对偶映象 T: E � E
* 是单值的��

2 �具误差的 Ishikawa迭代程序的收敛性

定理 2�1�设 E是一实的光滑的Banach空间, D为E中之一非空集, T : D � 2
E
是一 �_伪

压缩型映象, 即存在一点 x
* � D 和一严格增的函数 �: [ 0, � ) � [ 0, � ) , �( 0) = 0,使得 � x

� D 有

� � ��- x
*

, J ( x - x
*

)� � � x - x
* � 2

- �( � x - x
* � ) , � � � Tx�� ( 12)

1�如果 q � D 是T 的任一不动点,则 q = x
*

,故 T 在D 中至多有一不动点��

2�如果 T( D) = �
x � D

Tx 是 E 中的有界集且存在 x 0 � D 使得由下式定义的具误差的

Ishikawa迭代序列 xn , y n � D:

� �
x n+ 1 = �nxn + �n�n + �nun, �n � Tyn,

y n = �̂nxn + �̂n�n + �̂nvn, �n � Txn,
n � 0, ( 13)

其中 un , vn 是E 中的两个有界序列, �n , �n , �n , �̂n , �̂n , �̂n 是[ 0, 1] 中的满

足下列条件的序列 :

( � ) �n + �n + �n = �̂n + �̂n + �̂n = 1, n = 0, 1, 2, � ;
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( � ) �n � 0( n � � ) ;

( � ) �
�

n= 0

�n = � , �
�

n = 0

�n < � ;

如果( 13)中出现的序列 �n , �n 满足条件 :

� � � �n - �n+ 1 � � 0� ( n � � ) , ( 14)

而且 � � �= inf
n� N

1

�( � x n+ 1 - x
* � )

� xn+ 1 - x
* � 2 > 0, ( 15)

其中 N1 = n � N(非负整数全体的集合) : xn+ 1 � x
* �� 则具误差的 Ishikawa 迭代程序

x n 强收敛于x
* �� 特别如果 q 是T 在D 中的不动点(因而 q = x

*
) , 则 x n 强收敛于 q ��

证� 1)如果 q � D是T 的不动点,即 q � Tq,于是由( 12)

� � �q - x
*

, J ( q - x
*

)� � � q - x
* � 2

- �( � q - x
* � ) ,

即, � q - x
* � 2 � � q - x

* � 2
- �( � q - x

* � )��

因而有 q = x
*

,故 T 在D中至多有一不动点��

2)由定理的假设, T ( D ) 及 un , vn 是E 中的有界集和有界序列,故存在常数 M 使得

� � M = max
sup � �- x

* � : � � Tx , x � D + � x 0 - x
* � ,

sup � un - x
* � , � vn - x

* � : n = 0, 1, 2, �
< � , ( 16)

下证 � � � xn+ 1 - x
* � � M , � n � 0�� ( 17)

事实上,当 n = 0时有

� � � x 1 - x
* � = � �0( x 0 - x

*
) + �0( �0 - x

*
) + �0( u0 - x

*
) � �

� � � � � � �0 � x 0 - x
* � + �0 + G0 - x

*
+ + C0 + u0 - x

*
+ [ M # 

设当 n = k - 1, k \ 1时( 17) 成立, 下证( 17) 当 n = k 时也成立# 事实上

  + xk+ 1 - x
*

+ = + Ak( xk - x
*

) + Bk( Gk - x
*

) + Ck( uk - x
*

) + [

      Ak + x k - x
*

+ + Bk + Gk - x
*

+ + Ck + uk - x
*

+ [ M # 

故( 17)成立,从而有

  max
n \ 0

+ A n( xn - x
*

) + Bn( Gn - x
*

) + Cn ( un - x
*

) + [ M,

  max
n \ 0

+ Ân( xn - x
*

) + B̂n( Nn - x
*

) + Ĉn( vn - x
*

) + [ M# 

因 E 是光滑的 Banach空间,故 J 是单值映象, 于是由( 13) , ( 12) 及引理 111,

  + xn+ 1 - x
*

+
2

= + An( xn - x
*

) + Bn( Gn - x
*

) + Cn ( un - x
*

) +
2

[

      A
2
n + xn - x

*
+

2
+ 2Bn3 Gn - x

*
, J ( xn+ 1 - x

*
) 4 +

      2 Cn3 un - x
*

, J ( x n+ 1 - x
*

) 4 =

      A
2
n + xn - x

*
+

2
+ 2Bn3 Gn - Nn+ 1, J ( x n+ 1 - x

*
) 4 +

      2Bn3 Nn+ 1 - x
*

, J ( xn+ 1 - x
*

)4 + 2 Cn3 un - x
*

, J ( xn+ 1 - x
*

) 4 [

      A
2
n + xn - x

*
+

2
+ 2Bn # Bn + 2 Bn + x n+ 1 - x

*
+

2
- 5( + x n+ 1 - x

*
) + +

      2 Cn # + un - x
*

+ # + x n+ 1 - x
*

+ , ( 18)

其中 Bn = + Gn - Nn+ 1 + # + xn+ 1 - x
*

+ # 由条件( 14) 及( 17) 知Bn y 0( n y ] )# 另由( 16)

和( 17) 知

  + un - x
*

+ # + xn+ 1 - x
*

+ [ M
2

# 

因 Bn y 0( n y ] ) ,故存在 n0,当 n \ n0 时 2Bn < 1, 于是由( 18) 得知,当 n \ n0时有
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xn+ 1 - x
*

+ [
A

2
n

1 - 2Bn
+ x n - x

*
+

2
+

2 Bn # Bn

1- 2Bn
-

2Bn

1 - 2Bn
5 ( + xn+ 1 - x

*
+ ) + 2 Cn # M

2
/ ( 1 - 2Bn) [

( 1- Bn )
2

1- 2Bn
+ x n - x

*
+

2
+

1
1- 2 Bn

# 2Bn # Bn -

2Bn

1 - 2Bn
5 ( + xn+ 1 - x

*
+ ) +

2CnM
2

1- 2Bn
# ( 19)

现定义两个集合N 1 = n I N : + xn+ 1 - x
*

+ X 0 , N 2 = n I N : + xn+ 1 - x
*

+ = 0 # 

于是由( 19)当 n I N1 且 n \ n0 时有

  + xn+ 1 - x
*

+
2

[
( 1- Bn)

2

1 - 2Bn
+ x n - x

*
+

2
+

1
1- 2Bn

# 2Bn # Bn -

2Bn

1- 2Bn

5 ( + x n+ 1 - x
*

+ )

+ x n+ 1 - x
*

+
2 # + x n+ 1 - x

*
+

2
+

2 CnM
2

1- 2Bn
[

( 1- Bn)
2

1 - 2Bn
+ x n - x

*
+

2
+

1
1- 2Bn

# 2Bn # Bn -

2RBn

1- 2Bn
# + x n+ 1 - x

*
+

2
+

1
1- 2Bn

# 2 CnM
2
, ( 20)

(其中 R由( 15) 定义,不妨设 R < 1)# 由条件( 15) 知 R > 0# 又当 n \ n0 时, 2Bn < 1;故当

n \ n0时, 1- 2Bn( 1- R) > R# 于是当 n I N 1且当 n \ n0 时,由( 20) 化简可得

+ x n+ 1 - x
*

+
2

[
1

1 - 2Bn( 1 - R)
( ( 1- Bn)

2
+ x n - x

*
+

2
+ 2Bn # Bn + 2 CnM

2
[

    ( 1- RBn) + x n - x
*

+
2
+

2Bn # Bn

R
+

2 CnM
2

R
# ( 21)

在引理112中取 an = + x n - x
*

+
2
, tn = RBn , bn =

2Bn # Bn

R
, cn =

1
R

2 CnM2# 于是由引理112

知 An y 0( n y ] , n I N1) ,即 x n y x
*

( n y ] , n I N1)# 于是由( 11) 知 x n+ 1 y x
*

( n y

] , n I N1)# 又当 n I N \ N 1时, xn+ 1 = x
*

# 于是知 x n y x
*

( n y ] ) # 定理 211证毕# 

注 在定理 211 中,如果 T : D y E 是单值映象, 从而 Gn = Tyn , Nn = Txn , n = 0, 1, 2, , ,于是由定理 211

可得下面的定理 212# 

定理 212 设 E 是一实的光滑的 Banach空间, D 是E 之一非空凸集, T : D y D 是一单值

的一致连续的 5_伪压缩型映象,即存在 x
*

I D和一严格增的函数5 : [ 0, ] ) y [ 0, ] ) , 5( 0)

= 0,使得 P x I D 有

  3Tx - x
*

, J ( x - x
*

) 4 [ + x - x
*

+
2
- 5( + x - x

*
+ ) # 

1) 如果 q I D 是T 的任一不动点,则 q = x
*

;

2) 如果 T( D) 是 E 中的有界集, x 0 I D 是任一点,定义序列 x n , y n 如下 :

  
x n+ 1 = An xn + BnTyn + Cnun,

y n = Ân x n + B̂nTx n + Ĉnvn ,
( n = 0, 1, 2, , ) , ( 22)

其中 un , vn 是D 中的有界序列, An , Bn , Cn , Ân , B̂n , Ĉn 是[ 0, 1] 中的满足定

理211中的条件( �) , ( �) , ( �) 且 B̂n y 0, Ĉn y 0的实数列,如果

55_伪压缩型映象的具误差的 Ishikawa和Mann 迭代程序的收敛性问题



= inf
n I N

1

5 ( + x n+ 1 - x
*

+ )

+ xn+ 1 - x
*

+
2 > 0

则具误差的 Ishikawa迭代程序 xn 强收敛于 x
*

# 特别,如果 q I D是T 的不动点,则 x n y q# 

证 我们只要证明定理 211中的条件( 14)满足即可# 事实上,由( 22)有

  y n - xn+ 1 = ( Ân - An) xn + B̂nTxn - BnTyn + Ĉnvn - Cnun # 

故由定理的条件知 Bn y 0, B̂n y 0, Cn y 0, Ĉn y 0,故 Ân - An y 0, 从而 y n- xn+ 1 y 0( n y ] )# 

由T 的一致连续性, 从而有Tyn - Tx n+ 1 y 0( n y ] )# 故定理211中的条件( 14) 满足# 定理

证毕# 

3  5_伪压缩型映象的 Ishikawa迭代序列的收敛性

在本节中我们进一步研究, 5_伪压缩型映象的 Ishikawa迭代序列的收敛性# 

定理 311 设 E是一实的光滑的Banach空间, D是E中之一非空集, T : D y 2E是一 5_伪

压缩映象# 

1) 如果 q I D 是T 的任一不动点,则 q = x
*

, 其中 x
* 是( 12) 中出现的点# 

2) 如果 T( D) 是 E 中的有界集, 且存在 x 0 I D 使得由下式定义的 Ishikawa迭代序列

x n , yn < D:

  
x n+ 1 = An xn + BnGn, Gn I Ty n

y n = Ân x n + B̂nNn, Nn I Txn

( n \ 0) , ( 23)

其中 An , Bn , Ân , B̂n 是[ 0, 1] 中的实数列且满足条件 :

( �) An + Bn = Ân + B̂n = 1, n = 0, 1, 2, , ;

( �) Bn y 0( n y ] ) , E

]

n= 0
B n = ] ;

且( 23)中出现的 Nn , Gn 满足

  + Gn - Nn+ 1 + y 0( n y ] )# ( 24)

则 x n 强收敛于x
*

# 如果 q I D 是T 的不动点,则 x n 强收敛于这一不动点# 

证 在定理 211中取 Ĉn = Ĉn = 0, n = 0, 1, 2, , ,当

  R = inf
n I N

1

5 ( + x n+ 1 - x
*

+ )

+ xn+ 1 - x
*

+
2 > 0

时,则定理 311的结论由定理 211直接可得# 

下证:在定理 311的条件下,当 R = 0时,定理 311的结论仍成立# 

事实上,当 R = 0时, 由 5 的严格增性, 存在子序列 xn
j
+ 1

n
j

I N
1

< xn 使得

  + xn
j
+ 1 - x

*
+ y 0  ( nj y ] , nj I N1)# ( 25)

由于 Bn y 0及 Bn: = + Gn - Nn+ 1 + # + xn+ 1 - x
*

+ y 0# 于是对任给的 E > 0,存在 nj0 I

N 1,使得

  + xn
j 0

+ 1 - x
*

+ < E ( 26)

且当 n \ nj0 时

  Bn <
5( E)
M

2 ,  Bn <
5( E)

2
, ( 27)

其中 M 是由( 16) 定义的常数# 
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下证 P k , k = 1, 2, ,

  + xn
j 0

+ k - x
*

+ [ E, ( 28)

先证   + xn
j 0

+ 2 - x
*

+ [ E, ( 29)

设相反, + x n
j 0

+ 2- x
*

+ > E# 由 5 的严格增性,即有 5 ( + xn
j 0

+ 2 - x
*

+ ) > 5( E)# 于是由

( 19) (其中 Cn = 0) 即得

+ x n
j 0
+ 2 - x

*
+ [

( 1- Bn
j 0

+ 1)
2

1- 2Bn
j0
+ 1

+ xn
j 0

+ 1 - x
*

+
2
+

1
1- 2Bn

j 0
+ 1

2Bn
j0
+ 1 # Bn

j 0
+ 1 -

2 Bn
j 0

+ 1

1 - 2 Bn
j 0

+ 1
# 5 ( E) = + xn

j 0
+ 1 - x

*
+

2
+

B
2
n

j0
+ 1

1- 2Bn
j0
+ 1

+ x n
j0
+ 1 - x

*
+

2
+

1
1 - 2 Bn

j 0
+ 1

# Bn
j 0

+ 1 # 5 ( E) -
2Bn

j 0
+ 1

1 - 2Bn
j 0

+ 1
# 5 ( E) [

+ xn
j 0

+ 1 - x
*

+
2
+

Bn
j 0

+ 1

1- 2Bn
j0
+ 1

Bn
j 0

+ 1 # M
2
- 5( E) (由( 27) 知) [

+ xn
j 0

+ 1 - x
*

+
2
(由( 26) 知) < E,

这与假设相矛盾# 故( 27) 成立,类似可证( 28) 对一切 k \ 1成立# 由 E > 0的任意性,得知

xn y x
*

( n y ] )# 证毕

由定理311可得下面的结果

定理 312 设 E 是一实的光滑的 Banach空间, D 是E 之一非空凸集, T : D y D 是一单值

的一致连续的 5_伪压缩型映象# 

1) 如果 q I D 是T 的任一不动点,则 q = x
*

, 其中 x
* 是( 12) 中出现的点 ;

2) 如果 T( D) 是 E 中的有界集, x 0 I D 是任一点,定义序列 x n , y n 如下:

  
x n+ 1 = An xn + BnTyn,

y n = Ân x n + B̂nTx n,
( n \ 0) , ( 30)

其中 An , Bn , Ân , B̂n 是[ 0, 1] 中满足下述条件的序列 :

( �) An + Bn = Ân + B̂n = 1, n \ 0;

( �) Bn y 0, B̂n y 0( n y ] ) 且 E

]

n = 0
B n = ] # 

则 x n 强收敛于x
*

# 如果 q I D 是T 的不动点,则 x n 强收敛于 q # 

证 因 T: D y D是单值的,故 Nn = Tx n, Gn = Ty n# 为了证明定理312,我们只要证明定

理311中的条件( 24) 成立,事实上,由( 30) 有

  y n - xn+ 1 = ( Ân - An) xn + B̂nTxn - BnTyn # 

因T ( D) 有界,由( 16) , ( 17) 易知 x n , Txn , Ty n 均为D中的有界列# 于是由 Bn y 0, B̂n y

0( n y ] ) 知 Ân - An y 0( n y ] ) ,故 y n - x n+ 1 y 0( n y ] )# 由 T 的一致连续性得知

  + Tyn - Tx n+ 1 + y 0  ( n y ] ) ,

故定理312的结论由定理 311得知# 

注 1) 因 p_一致光滑 Banach 空间, p > 1,必是光滑的 Banach 空间,而 Lipschitz U_半压缩映象必是一致

连续的 5_伪压缩型映象,又在Osilike[ 4,定理 2] 的条件下 xn , y n 必是D 中的有界列,因而定理 312是[ 4,

定理 2] 的改进和推广# 
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2) 因具有不动点的强伪压缩映象是 5_伪压缩型映象的特例,从而定理311和定理312以及定理211, 定理

212 是 Chidume[ 11, 定理2] , [ 12, 定理 4] , [ 13,定理 4] , [ 2,定理 1] ; Deng_Ding[ 16,定理 1] ,T an_Xu[ 21,定理 312,

定理412] , Dunn[ 1, 定理1] , Liu[ 23, 定理2] 以及Chang 等[ 9, 10] 和Reich[ 19, 20]中相应结果多方面的改进和推

广# 

3) 定理 211, 212 及定理 31 1和定理 312 也是 Osilike[ 17] , Chidume_Osilike[ 14]及 Zhou[ 22]中相应结果的改

进和推广# 

4  5_伪压缩型映象的Mann迭代程序的收敛性

在本节中我们研究 5_伪压缩型映象的具误差的Mann迭代程序及Mann迭代程序的收敛

性,我们有下面的结果# 

定理 411 设 E , D , T : D y 2E 满足定理 211中的条件# 如果 T ( D ) 是 E 中的有界集且

存在 x 0 I D 使得由下式定义的具误差的Mann迭代序列 x n < D :

  x n+ 1 = Anxn + BnNn + Cnun , Nn I Tx n, n \ 0, ( 31)

其中 un 是E 中的有界列, An , Bn , Cn 是[ 0, 1] 中的满足下述条件的序列 :

( �) An + Bn + Cn = 1, n = 0, 1, 2, , ;

( �) Bn y 0,  E

]

n= 0
B n = ] ,  E

]

n= 0
C n < ] ,

如果( 31)中出现的序列 Nn 满足条件

  + Nn - Nn+ 1 + y 0  ( n y ] ) ,

而且   R = inf
n I N

1

5 ( + x n+ 1 - x
*

+ )

+ xn+ 1 - x
*

+
2 > 0,

其中 N1 = n I N : xn+ 1 X x
*

,则 x n y x
*

,特别如果 q I D 是T 在D 中的不动点,因而 q

= x
*

, 则 x n y q # 

定理 412 设 E, D与定理212中的相同, T : D y D是一单值的一致连续的 5_伪压缩型映

象# 如果 T ( D ) 是 E 中之一有界集, x0 I D 是任一点,定义序列 xn 如下 :

  x n+ 1 = Anxn + BnTxn + Cnun , n \ 0, ( 32)

其中 un 是D 中的有界列,而 An , Bn , Cn 是[ 0, 1] 中的满足下述条件的序列 :

( �) An + Bn + Cn = 1, n \ 0;

( �) Bn y 0, E

]

n= 0
Bn = ] , E

]

n= 0
C n < ] # 

如果

  R = inf
n I N

1

5 ( + x n+ 1 - x
*

+ )

+ xn+ 1 - x
*

+
2 > 0 ,

则具误差的Mann迭代序列 x n 强收敛于x
*

,如果 q I D 是T 的不动点,则 x n y q # 

证 在定理 211和定理 212中取 B̂n = Ĉn = 0, n \ 0# 于是定理411和定理412的结论分

别由定理 211和定理 212直接可得# 

定理 413 设 E , D, T : D y 2E与定理311中所满足的条件相同# 设存在 x 0 I D使得由

下式定义的Mann迭代序列 x n < D :

  x n+ 1 = Anxn + BnNn ,  Nn I Txn , n \ 0, ( 33)

其中 An , Bn 是[ 0, 1] 中满足下述条件的序列 :
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( �) An + Bn = 1, n = 0, 1, 2, , ;

( �) Bn y 0( n y ] ) , E

]

n= 0

B n = ] # 

如果 + Nn - Nn+ 1 + y 0( n y ] ) ,则 xn y x
*

,特别, 如果 q I D是T 的不动点则x n y q # 

证 在定理 311中取 B̂n = 0, n \ 0# 则结论由定理 311直接可得# 

定理 414 设 E, D与定理312中的相同, T : D y D是一单值的一致连续的 5_伪压缩型映

象# 如果 T ( D ) 是 E 中的有界集, x 0是 D 中任一点,定义 Mann迭代序列 x n 如下 :

  x n+ 1 = An xn + BnTxn,  n \ 0, ( 34)

其中 An , Bn 是[ 0, 1] 中满足下述条件的序列 :

( �) An + Bn = 1, n \ 0;

( �) Bn y 0, E

]

n= 0

Bn = ] ,

则 x n 强收敛于x
*

# 如果 q I D 是T 的不动点,则 x n y q # 

证 在定理 312中取 B̂n = 0, P n \ 0# 则定理 414的结论由定理 312直接可得# 

注 定理 412是 Osilike[ 18]中结果的改进和推广# 
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O n t h e C o n v e r g e n c e P r o b l e m s o f I s h i k a w a a n d M a n n

I t e r a t i v e P r o c e s s e s W i t h E r r o r f o r 5 _P s e u d o

C o n t r a c t i v e T y p e M a p p i n g s

Zhang Sh is heng

( Depar tm ent of Mathem atics , Sichuan Univ er sity , Chen gdu 610064, P R Chin a )

Abst ra ct : The purpose of this paper is to introduce the concept of 5 _pseudo contra ctiv e type map-

ping and to study the convergence problem of Ishikawa and Mann iter ative pr ocesse s with error for

this kind of mapping s. The r esults pr esented in this paper improve and extend many authors. re cent

r esults.

Key wo rds: 5 _pseudo contr active type mapping; accretive mapping ; pseudo_contr active mapping;

5 _strongly accretive mapping; 5 _hemi_contr activ e mapping; Ishikawa iterative pr o-

cesses with error ; Mann iterative pr ocess with er ror
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