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非局部非对称弹性理论混合边值
问 题 的 提 法

X

戴天民
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摘要:  从完全的虚功和虚功率原理以及广义 Piola定理出发一并推导出非局部非对称弹性理论的

运动方程、所有边界条件和全能量方程# 把这里给出的边界条件和高键, 戴天民的相应结果加在

一起即可表述非局部非对称线性弹性理论的混合边值问题# 
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引   言

众所周知, Atkinson(参阅[ 1, 2, 3, 4] )和 Eringen及其同事(参阅[ 5, 6, 7] )之间对裂纹的非局

部混合边值问题有着学术上的争论# 因此,正确地表述混合边值问题是非局部弹性理论中的

一个尚未彻底解决的重要问题# 

王锐[ 8, 9]针对这一问题是提出裂纹边值问题解的不存在性是由于没有给出正确的非局

部应力边界条件,并证明了在裂纹前沿存在着非局部应力,它与裂纹上、下表面间的长程内聚

力相平衡,在给定非局部应力边界条件时必须考虑内聚力# 最近, 黄再兴等[ 10]指出, Atkinson

所证明的解不存在性的结论的根源在于非局部场论本身, 尤其是在进行线性化处理时忽略了

非局部体力的影响# 

非局部弹性理论中的另一个重要问题是要弄清楚引起应力非对称性的原因# 尽管 Erin-

gen在文献[ 11]中指出非局部弹性理论中应力张量可能是非对称的, 但他却作了下列限制,致

使应力张量仍然是对称的:

  L̂ = r @ F̂ , (1)

这里, F̂ 和L̂ 分别为非局部体力和体力矩剩余量# 

高键在他的博士论文[ 12]中, 根据非局部连续统场论的公理体系建立起带有体力矩的非

局部弹性理论# 后来, 他和戴天民[ 13]及陈至达[ 14]发表了线性及非线性非局部非对称弹性理

论# 

在本文中,我们提出完全的虚功和虚功率原理, 并从它们和推广的 Piola定理一并推导出

运动方程和边界条件以及全能量方程# 把这里提出的应力边界条件和文献[ 13]中的相应结果
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加在一起即可表述非局部非对称线性弹性理论的混合边值问题,所得结果与文献[ 10]进行了

对比# 

1  完全的虚功原理

1) 局部非对称弹性理论的完全的虚功原理

我们公设局部非对称弹性理论的完全的虚功原理,即, 所有外部作用因素所做的虚功等于

虚内能:

  Qv
QDedv = Qv

Q( f - Ûv ) # Dudv + Qv
Q[ x @ ( f - Ûv) + c] #DHdv +

Qa
t

�p
( n) #Dud a + Qa

c

( x @ �p ( n)
) #DHda + Qv

QD( f - Ûv) # udv +

Qv
QD[ ( x @ ( f - Ûv) + c) ] # Hdv + Qa

u

Dp ( n) #�uda+

Qa
H

D( x @ p
( n)

) #�Hda, (2)

这里, e, f , v, c, u, H, p (n) 和上冠/ - 0 的量分别为内能,体力矢量, 速度, 体力矩矢量, 位移矢

量,转动角矢量,面力矢量和在边界上给定的量# 

考虑到

  Qa
t

�p
(n) # Duda = Qv

(pk #Du) , kdv = Qv
tkl , kDuldv + Qv

tklDu l, k dv , ( a)

  Qa
c

( x @ �p ( n)
) #DHda = Qv

( x @ pk) , kDHdv = Qv
Emlp ( tml + xmt kl, k)DHp dv# (b)

并把( a)和( b)代入( 2) ,则得

  Qv
Dedv = Qv

[ Q(f l - Ûv l ) + t kl, k ]Du ldv + Qv
Emlpxm [ Q(f l - Ûv l ) + t kl, k ] +

( cp + Emlptml) DHp dv + Qv
D[ Q(f l - Ûv l ) + t kl, k ] u ldv +

Qv
D Emlpxm [ Q( f l - Ûv l ) + tkl , k ] + ( Qcp + Emlp tml ) Hp dv +

Qv
tklDul , kdv +Qv

Dt klul , kdv , (3)

这里, tkl 为 Cauchy 形式应力张量# 

把经典连续统力学的 Piola 定理[ 15]加以推广,则可得下列Cauchy形式的运动方程和全能

量方程# 

1) 动量方程

  Q( f l - Ûv l ) + t kl, k = 0, (4a)

或

  Q( f - Ûv ) + ¨# t = 0# (4b)

2) 动量矩方程

  Emlp tml+ cp = 0, (5a)

或

  E: t + c = 0# (5b)
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3) 全能量方程

  De = tklDul , k + Dtklul , k = D( tklul , k) , (6a)

即

  e = t klul , k = t : ¨u# (6b)

4) 边界条件

把下列关系式代入( 2)的左侧

  Qv
t klDu l, kdv = Qa

nktklDulda - Qv
tkl , kDu ldv , ( a)

  Qv
Dtklu l, kdv = Qa

nkDt klulda - Qv
Dt kl, ku ldv# (b)

则得应力和位移边界条件如下:

  �p ( n)
l = nkt kl   (在 at 上) , (7)

  �ul = ul   (在 au 上)# (8)

我们从( 4)可以看到,体力矩是引起弹性体变形时应力非对称的原因# 

2) 非局部非对称弹性理论的完全的虚功原理

不失一般性,我们假定非局部质量剩余量 Q̂= 0# 令 F̂ 和 L̂ 分别为非局部体力和体力矩

剩余量# 由于Du和DH是任意的,我们可以对(3) 进行局部化并推广经典弹性理论的 Piola定

理# 于是,我们可得下列运动方程、全能量方程和边界条件:

1) 动量方程

  Q( f l - Ûv l ) + t kl, k = - QF̂ l , (9a)

或

  Q( f - Ûv ) - ¨# t = - QF̂# (9b)

2) 动量矩方程

  Qcp + Emlp tml = - Q( L̂p - EmlpxmF̂ l ) , (10a)

  Qc+ E: t = - Q( L̂ - E: xF̂)# ( 10b)

由( 10)我们看到,应力张量的非对称性是由 c 和 F̂ 以及 L̂ 引起的# 

3) 全能量方程

  QDe = D( t klul , k) - D( F̂ lu l ) - D[ ( L̂p - EmlpxmF̂ l ) Hp ] ,

亦即

  Qe = tklu l, k - F̂ lul - (L̂p - EmlpxmF̂ l ) Hp , (11a)

或

  Qe = t : ¨u - F̂ # u- ( L̂ - E: xF̂ ) # H# ( 11b)

4) 边界条件

  �p ( n)
l = nkt kl , (12)

  �ul = ul# (13)

在本理论中非局部体力和体力矩剩余量必须满足下列条件:

  Qv
QF̂ lDuldv = 0, (14)

和

  Qv
QL̂pDHp dv = 0# (15)
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3) 完全的虚功率原理

在( 2)中用虚速度 DÛu 和虚转动角速度DÛH代替虚位移Du和虚转动角DH后,则得非局部非

对称弹性理论的完全的虚功率原理# 

重复上述用过的步骤,即可推导出同样的运动方程以及应力和速度边界条件# 但在这种

情况下,全能量率方程具有下列形式:

  QÛe = tklÛu l, k - QF̂ lÛu l - Q( L̂ l - EmlpxmF̂ l )ÛHp# (16)

对于非局部非对称热弹性理论,全能量率方程可写成下列形式:

  QÛe = tklÛu l, k + Qh + qk, k - QF̂ lÛu l - Q( L̂p - EmlpxmF̂ l ) ÛHp + QĤ# (17)

这里, h, qk 和Ĥ 分别为热源密度,热矢量和非局部能源密度剩余量# 

4) 非局部非对称线性弹性理论的混合边值问题的提法

在[ 13]中没有讨论边界条件问题# 应力边界条件( 12)可以写成下列形式:

  �P ( n)
l = nk( t

( s)
kl + t

( a)
kl )# (18)

这里, t
( s)
kl 和 t

( a)
kl 分别为应力张量 tkl 的对称和反对称部分# 

事实上, ( 10)可以写成

  Emlp tml = - Q[ ( cp + L̂p ) - EmlpxmF̂ l ]# (19)

文献[ 10]的作者们认为 F̂ l 只在边界at 上存在, 而在体内消失# 

如果我们假定 cp = 0, L̂p = 0,并且 F̂ l 只在边界a t上存在,则由(19) 可得

  tml = QxmF̂ 1, (20)

亦即

  t
( a)
ml =

1
2
( tml - tlm) =

Q
2
( xmF̂ l - xlF̂m)# (21)

把( 21)代入( 18) , 则得没有体力矩的非局部线性弹性理论的应力边界条件如下:

  �p ( n)
l = um t

( s)
ml +

Q
2 ( xmF̂ l - xlF̂m)   (在 a t 上)# (22)

此即文献[ 10]给出的结果# 

在非局部非对称线性弹性理论的一般情况下,位移的边界条件为

  �ul = ul   (在 au 上)# (23)

而应力边界条件,可推导如下# 

事实上,从( 19)我们有

  t
( a)
ij =

Q
2
[ ( xiF̂ j - xjF̂ i ) - Eijp( cp + L̂p) ]# (24)

于是应力边界条件( 18)具有下列形式:

  �p ( n)
l = nk t

( s)
kl +

Q
2 [ ( xkF̂ l - xlF̂k) - Eklp ( cp + L̂p ) ]   (在 a t 上)# (25)

因此,非局部非对称线性弹性理论混合边值问题的提法可由文献[ 13]中的( 36)以及本文

的( 23)和( 25)加以表述# 
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The Mixed Boundary_Value Problem for

Nonlocal Asymmetric Elasticity

Dai Tianmin

( Center for the Application of Mathem atics &Depar tm ent of Ma thematics ,

Lia on ing Univer sity , Shenyan g 110036, P R China )

Abstract: In this paper the equations of motion and all boundary conditions as well as the energy e-

quation for nonlocal asymmetric elasticity are derived together from the complete principles of virtual

work and virtual power as well as the generalized Piola theorem. Adding the boundary conditions

prensented here to the results by Gao and Dai, the mixed boundary_value problem of the nonlocal

asymmetric linear elasticity are formulated.

Key words: nonlocal asymmetric elasticity; principles of virtual work and power; mixed boundary_

value problem
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