
文章编号: 1000_0887( 2000) 01_0094_05

多体系统动力学微分/代数方程
约束误差小扰动自我稳定方法
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摘要 : � 多体系统动力学微分/代数混合方程组又称为 Euler_Lagrange 方程�� 其数值积分的困难之

一是由违约引起的数值不稳定�� 基于对约束方程左部的 Tylor展开, 根据积分步长提出了一种能

对约束误差自动修正的小扰动违约稳定方法�� 该方法大大改善了传统违约修正法的数值性态,

并具有简单、实用、高效的特点�� 最后对该方法与传统增广方法及其违约修正方法进行了数值比

较��
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引 � �言

受约束多体系统动力学方程为如下形式的微分/代数方程组,即 Euler_Lagrange 方程

� �
M( q, t ) �q + �Tq( q, t ) � = F( �q , q, t ) ,

�( q, t ) = 0,
(1a, b)

其中, q � R
n 是系统广义坐标列阵, M( q, t ) 为系统广义质量知阵, �( q, t ) � R

m是系统约束

函数列阵, � � R
m是Lagrange乘子列阵, F( �q, q, t ) � R

n是系统广义外力列阵, �q 是�关于q

的 Jacobi矩阵�� 据实际问题,本文做如下假定:

1) � M( q, t ) 对称正定;

2) � M, �, F 足够光滑;

3) � �q 满秩��

方程( 1)的解还应满足以下初始条件

� � q0 = q( t 0) , �q0 = �q ( t0) , (2a, b)

及

� � �q�q = �, �q�q = �, (3a, b)

其中, � � = - �t , � = - ( �q�q) q�q - 2�qt�q - �tt ��
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上述方程的求解方法可分为缩并法和增广法[ 1]��前者[ 2~ 6]需不断地对 Jacobi矩阵进行分

解以确定用以数值积分的独立坐标,尽管数值稳定性较好, 但计算效率较低��后者通常可分为

直接积分法和约束稳定法
[ 7]��直接积分方法首先求解由( 1a)、( 1b)联立构成的线性代数方程

组

� �
M �

T
q

�q 0

�q

�
=

F

�
�� (4)

然后通过对 t 时刻的�q t
, �qt 积分得q

t+ � t
, �q t+ � t 即

� � �qt �
积分

�q t+ � t
, (5a)

� � �qt �
积分

q
t+ � t�� (5b)

即使 t 时刻的q
t
, �q t

, �qt 精确,也会引起 q
t+ � t

, �qt+ � t 的误差,并且不断传播,使得

� � �( q, t ) = �, (6a)

� � ��( q, t ) = ��� (6b)

即,不能保证 �( q, t ) , ��( q, t ) = 0满足��

约束稳定法是对上述方法的改进��为了保证积分过程中 �, �渐近零,引进常参数 �, �将

不稳定的加速度约束方程改写为如下稳定的形式

� � ��+ 2���+ �2�= 0, (7a)

即

� � �q�q = �+ 2���- �2��� (7b)

这样( 4)式相应变为

� �
M �Tq

�q 0

�q

�
=

F

�- 2���- �2�
�� (8)

即企图通过引入约束误差阻尼机制改善其数值稳定性��文献[ 7]认为 �, �通常取值范围

在 5 ~ 50之间可得较好的结果,且当 �= �时达到临界阻尼, 数值稳定最快�� 但大量数值实
验表明该方法成功率在75%左右, 且 �, �的取值完全靠经验��本文以下提出了 �, �的一种自

动选取方法,且数值稳定性比通常的 �, �选取方法好得多��

1 �约束误差小扰动自我稳定方法

设在数值积分过程中引入步长 h ( h > 0) ,且记 qi = q( t 0+ ih ) ( i = 0, 1, 2, � )�� 设精确

解 qi 的近似解为�qi ,一般 �i � �( �qi ) = �i � 0�� 对 �i+ 1Tylor展开得

� � �i+ 1 = �i + h�i + ( h
2
/ 2) ��i + O( h

3
)�� (9)

若近似解 �qi满足

� � �+ (2/ h) ��+ (2/ h
2
) �= 0�� (10)

则恒有

� � �i+ 1 = O( h
3
)�� (11)

即( 10)式有对( 1b)式误差进行自我修正的能力,使得数值积分过程具有好的稳定性, 从而

提高计算精度��基于这一思想, ( 1a)、( 1b)可转化为下述方程组

� �
M�q + �Tq� = F,

��+ (2/ h) ��+ (2/ h
2
) �= 0��

(12a, b)
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定义 1�如果( 1a)、( 1b)的初始条件( 2a)、( 2b)满足

� � �( q0, t 0) = 0,

� � ��( q0, t 0) = 0,

则称该初值为相容初值��

定理 1�在初值为相容初值的前提下,方程( 1a)、( 1b)与( 12a)、( 12b)同解,且( 12b)作为满

足( 1b)的解的微分方程组是稳定的��

证明 �记 �( t ) = �( q( t ) , t ) ,则(12b) 及初始条件可写为

� �
��+ (2/ h) ��+ (2/ h2

) �= 0,

�( t 0) = ��( t 0) = 0��
(13)

其解为 �( q( t ) , t ) � 0,从而与(1b) 同解�� 又(13) 的解为

� � �= A exp[- t / h] sin( �t + �)�� (14)

当 t � � 时, (13) 渐近(1b) , 故在求解( 1b) 的意义下是稳定的��

这样, ( 12a)、( 12b)可改写为

� �
M �

T
q

�q 0

�q

�
=

F

�- (2/ h) ��- (2/ h
2
) �

, (15)

( 15)与( 16)形式相同, 故若 �、�分别取

� �
�= 1/ h,

�= 2/ h��
(16a, b)

则( 15)式转化为( 8)式��

2 �数值算例与分析

如图 1,为曲柄滑块机构��其中,曲柄绕固定轴转动,均匀连杆的质心沿 x 轴滑动�� 曲柄

对转轴的惯性矩为 J 1= 1�0 kg�m2
,连杆对质心的惯性矩为 J 2= 2�0 kg�m2

,连杆的质量为 m2

= 2�0 kg, 作用于曲柄上的常值转矩为T = 2n�m�� 系统初始条件为: �1 = �/ 4, �2= - 0�361
36, x 2 = 2�577 9; ��1 = 0�0, ��2 = 0�0, �x 2 = 0�0��

图 1� 曲柄滑块机构

在如图 1所建立坐标系下系统动力学方程如

( 1)式, 其中

q = [ �1, x2, �2]
T
,

M =

J 1 0 0

0 m2 0

0 0 J 2

,

�=
cos �1+ 2cos�2- x 2

sin�1 + 2sin�2
= 0,

�q =
- sin�1 - 1 - 2sin�2

cos �1 0 2cos�2
,

F = [ T � 0� 0] T��

取积分步长为 h = 0�01秒,用定步长Runge_Kutta法对上述方程数值积分�� 以下对( a) 直

接积分法( �= 0, �= 0��� 实线)、(b) 传统违约稳定法( �= 5, �= 10� � 长虚线)、( c) 本文

方法( �= 100, �= 141� � 短虚线) 的分析结果进行比较�� 图2为仿真6秒时( a)、( b)、( c) 方
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法位置约束方程违约情形;图 3为变量 x 2随时间变化规律��

显然, 在计长工作量基本相同的情况下, 本文方法的精度比( a)、( b)方法好得多��但在图

3中这种差别并不明显, 故在图4、5给出了仿真 8秒时( b)、( c)方法的相应结果��

图 2� 位置约束方程违约� � � � � � � � � � 图 3� x 2随时间变化

图 4� 位置约束方程违约� � � � � � � � � � 图 5� x 2随时间变化

3 �结 �束 �语

1) 本文从理论上给出了传统的违约修正法 �, �参数的自动选择方法, 避免了 �, �选择

的盲目性, 尽管本文 �, �的取值范围不在其通常范围内, 但所给出的方法数值稳定性却好得

多�� 而本文方法与传统方法相比未增加计算工作量��

2) 尽管在本文实施中采用定步长显式方法积分,但不做修改即可用于变步长积分方法,

且数值稳定性更好, 积分效率更高��

3) 本文方法极易推广到带非完整约束的微分/代数方程组的数值分析��
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An Automatic Constraint Violation Stabilization

Method for Differential/ Algebraic Equations

of Motion Multibody System Dynamics

Zhao Weijia, � Pan Zhenkuan, �Wang Yibing
( Qin gdao Un iver sity , Qin gdao 266071, P R China )

Abstract: A new automatic constraint violation stabilization method for numerical integration of Eu-

ler_Lagraneg equations of motion in dynamics of multibody systems is presented. The parameters �, �

used in the traditional constraint violation stabilization method are determined according to the inte-

gration time step size and Tylor expansion method automatically. The direct integration method, the

traditional constraint violation stabilization method and the method presented in this paper are com-

pared finally.

Key words: dynamics of multibody systems; Euler_Lagrange equations; constraint violation stabiliza-

tion
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