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一类广义非线性隐拟变分包含
X
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摘要 :  引入和研究了一类新的涉及集值极大单调映象的广义非线性隐拟变分包含# 对此类变分

包含在没有紧性假设下证明了解的存在定理# 为寻求此类变分包含的近似解,建议和分析了一个

新的迭代算法# 给出了由新算法产生的迭代序列的收敛性# 作为特殊情形, 也讨论了在此领域内

的某些已知结果# 
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引   言

对于产生自力学、数学规划、最优化和控制、经济平衡、管理科学、运筹学和其他工程科学

和数学分支中广泛范围内的问题, 变分不等式和补问题理论已变成了很有效和强有力的研究

工具# 近年来变分不等式和补问题已在很多不同方向上得到推广# 各种拟(隐)变分不等式和

拟(隐)补问题是这些古典问题的很重要的推广, 这些问题由 Bensoussan、Gourst 和 Lions
[1]

,

Bensoussan和Lions
[ 2]

, Baiocchi和 Capelo
[ 3]

, Mosco
[ 4]

, Isac
[ 5,6]

, Noor
[ 7~ 10]

, Pang
[ 11,12]

, Siddiqi和

Ansari
[ 13, 14]

, Ding 和Tarafdar
[ 15,16]

, Gao和 Yao
[ 17]
和 Zeng

[ 18]
引入和研究# 关于经典变分不等式和

补问题在有限维空间和无限维Hilbert空间内的发展,Harker和 Pang
[ 19]
及 Noor、Noor 和 Rassias

-

[ 20]
提供了很好的评述# 

经典变分不等式和补问题的另一重要和有用的推广是由Saigal
[ 21]

, Fang
[ 22]

, Fang 和Peterso-

n
[ 23]

, Chan和 Pang
[ 24]

, Siddiqi和 Ansari
[ 25]

, Ding
[ 26~ 28]

, Ding 和 Tarafdar
[ 29]
和 Zeng

[ 30]
等人引入和研

究的广义拟(隐)变分不等式和广义拟(隐)补问题# 

最近 Hassouni和 Moudaf i
[ 31]
引入和研究了一类变分包含, 并发展了寻求近似解的扰动算

法# Adly
[ 32]

,Huang
[ 33]

,Kazmi
[ 34]
和Ding

[ 35, 36]
推广了[ 31]中的结果到一般变分包含和广义拟变分

包含# 

本文将引入和研究一类新的广义非线性隐拟变分包含# 应用 Hilbert空间内极大单调映

象的预解算子的性质,证明了广义隐拟变分包含问题等价于不动点问题# 在没有紧性假设下,

对广义非线性隐拟变分包含的解证明了一个存在定理, 建议和分析了一个寻找近似解的新的

迭代算法# 给出了由算法产生的迭代序列的收敛性# 作为特殊情形讨论了这一领域内的若干

已知结果# 
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1  预 备知 识

设H 是具有范数 + # +和内积3#, #4的Hilbert空间# 设N : H @ H y H 和g :H y H

是单值映象并令 E, F, G :H y 2
H
是集值映象# 设 M : H @ H y 2

H
是集值映象,使得对每一给

定 y I H , M (#, y ) : H y 2
H
是极大单调映象且g( H ) H dom( M ( #, y ) ) X ª# 除特别陈述外,

全文中我们将研究下面广义非线性隐拟变分包含问题(GNIQVIP) :

  
求 x I H , u I E ( x ) , v I F ( x ) 和 z I G( x ) 使得

0 I M ( g ( x ) , z ) + N ( u, v ) # 
( 1)

因为对每一 y I H , M ( #, y ) 是极大单调映象,问题( 1) 等价于下面问题 :

  
求 x I H , u I E ( x ) , v I F ( x ) 和 z I G( x ) 使得

3y *
+ N ( u, v ) , y - g( x )4 \ 0,   P( y , y

*
) I Gr( M ( #, z ) ) ,

( 2)

其中 Gr( M ( #, z ) ) 是 M ( #, z ) 的图# 

特殊情形

( Ñ) 如果 M ( x , y ) = M ( x ) , Px , y I H 和G 是恒等映象,则问题( 1) 化归为下面问题 :

  
求 x I H , u I E ( x ) 和 v I F( x ) 使得

0 I M ( g ( x ) ) + N ( u, v )# 
( 3)

问题( 3)是新的且包含由Adly
[ 32]
引入和研究的 VI ( T , A , B , S) 问题作为特殊情形# 

( Ò) 设 U: H @ H y R G ] 使得对每一固定 y I H , U( #, y ) 是真凸下半连续泛函且满

足 g( H ) H dom( 5 U( #, y ) ) X ª,其中5U( #, y ) 是 U( #, y ) 的次微分# 由[ 37] 知5 U(#, y ) : H

y 2
H
是极大单调映象# 令M ( x , y ) = 5U( x , y ) , Px , y I H# 对任定 z I H ,由 U(#, z ) 的

次微分定义有- N ( u, v ) I M ( g( x ) , z ) = 5 U( g ( x ) , z ) 当且仅当

  U( y , z ) - U( g( x ) , z ) \ 3- N ( u, v ) , y - g ( x )4,   Py I H # 

因此在此情形下问题( 1)化归为下面问题:

  
求 x I H , u I E ( x ) , v I F ( x ) 和 z I G( x ) 使得

3N ( u, v ) , y - g( x ) 4 \ U( g( x ) , z ) - U( y , z ) ,   Py I H# 
( 4)

如果 N ( u, v ) = u - v , Pu, v I H 和G 是恒等映象,则问题( 4) 化归由 Ding
[ 35, 36]

引入和研究

的广义拟变分包含问题( 211) 和( 111) # 

( Ó) 如果 U( x , y ) = U( x ) , Px , y I H , G 是恒等映象和N ( u, v ) = f ( u) - p ( v ) , Pu ,

v I H 其中f , p :H y H 是单值映象,则问题( 4) 化归为下面问题 :

  
求 x I H , u I E ( x ) 和 v I F( x ) 使得

3f ( u ) - p ( v ) , y - g( x ) 4 \ U( g( x ) ) - U( y ) ,   Py I H# 
( 5)

问题( 5)是由 Huang
[ 33]
研究的集值非线性广义变分包含问题,它顺次包含了由Hassouni和Mou-

dafi
[ 31]
和 Kazmi

[ 34]
研究的变分包含问题# 

( Ô) 如果K : H y 2
H
是集值映象使得每一K ( x ) 是H 的闭凸子集(或 K ( x ) = m ( x ) + K

其中 m: H y H 和K 是H 的闭凸子集) ,且对每一固定的 z I H , U(#, z ) = IK ( z ) ( #) 是K ( z ) 的

指标函数 ,

  IK ( z ) ( x ) =
0, 如果 x I K ( z ) ,

+ ] ,   否则,

则问题( 4)化归广义强非线性隐拟变分不等式问题:
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求 x I H , u I E ( x ) , v I F ( x ) 和 z I G( x ) 使得

g( x ) I K ( z ) , 3N ( u, v ) , y - g( x )4 \ 0,   Py I K ( z )# 
( 6)

( Õ) 如果N ( u, v ) = S ( u) + T ( v ) , Pu, v I H 其中S , T :H y H是单值映象,则问题( 6)

化归为下面问题 :

  
求 x I H , u I E ( x ) , v I F ( x ) 和 z I G( x ) 使得

g( x ) I K ( z ) , 3S( u) + T ( v ) , y - g( x ) 4 \ 0,   Py I K ( z ) # 
( 7)

问题( 7)是由 Huang
[ 38]
和 Noor

[ 39]
考虑的完全广义强非线性隐拟变分不等式问题# 

简言之,对于映象N、g、E、F、G 和M 的适当选取, 容易看出广义非线性隐拟变分包含问

题( 1) 包含了变分包含、广义拟变分包含、广义变分不等式、广义隐拟变分不等式和广义显和

隐补问题的许多已知类型作为特殊情形# 例如见[ 4 ~ 14, 17 ~ 29, 30 ~ 36, 38 ~ 40] 和其中

参考文献# 

定义 111  设 H 是Hilbert空间, M : H y 2
H
是极大单调映象# 对任给 Q> 0,称由下式定

义的映象 J
M

Q : H y H :

  J
M
Q ( x ) = ( I + QM )

- 1
( x ) ,   Px I H

为 M 的预解算子, 其中 I 为H 上的恒等映象# 

引理 111 ( [ 37] )  设 M : H y 2
H
是极大单调映象# 则 M 的预解算子 J

M

Q : H y H 是非扩

张的,即是

  +J
M

Q ( x ) - J
M

Q ( y ) + [ +x - y +,   Px , y I H # 

定义 112  称映象 g: H y H 是

( � ) D_强单调的如果存在常数 D> 0使得

  3g( x ) - g( y ) , x - y4 \ D+x - y +
2
,   Px , y I H ;

( � ) R_Lipschitz连续的如果存在常数 R > 0使得

  +g ( x ) - g ( y ) + [ R+x - y + ,   Px , y I H # 

定义 113  设 E:H y 2
H
是集值映象且 S:H yH 是单值映象# 称映象 N :H @ H y H 是

( � ) 关于 E 在第一自变量A_强单调如果存在常数 A> 0使得

  3N ( u, #) - N ( v , #) , x - y4 \ A+x - y +2
,

     Px , y I H , u I E( x ) , v I E( y ) ;

( � ) 在第一自变量 B_Lipschitz连续如果存在常数 B> 0使得

  +N ( u, #) - N ( v , #) + [ B+ u - v +,   P u, v I H # 

类似可定义N ( #, #) 在第二自变量的 N_Lipschitz连续性;

( � ) 称 S 关于E 是 A_强单调的如果存在常数 A> 0使得

  3S( u ) - S ( v ) , x - y4 \ A+x - y +2
,

     Px , y I H , u I E( x ) , v I E( y ) # 

定义 114  令 CB(H ) 表 H 的一切非空有界闭子集的族, 称集值映象 E : H y CB( H ) 是

E_Lipschitz连续的如果存在常数 E> 0使得

  �H ( E ( x ) , E( y ) ) [ E+x - y + ,   Px , y I H ,

其中 �H (#, #) ,是 CB( H ) 上的 Hausdorff距离# 

2  解的存在性和迭代算法

本节在没有紧性假设下证明了( GNIQVIP) ( 1)解的存在定理并建议了求近似解的新迭代
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算法# 也给出了由新算法产生的迭代序列的收敛性准则# 

我们首先转化( GNIQVIP) ( 1)为不动点问题# 

定理 211  ( x , u , v , z ) 是(GNIQVIP) ( 1) 的解当且仅当( x , u, v , z ) 满足下面关系式

  g( x ) = J
M( #, z )
Q ( g ( x ) - QN ( u, v ) ) , ( 8)

其中 u I E ( x )、v I F ( x )、z I G( x ) , Q> 0是常数, J
M(# , z )
Q = ( I+ QM (#, z ) )

- 1
是 M ( #, z ) 的

预解算子和 I 是H 上的恒等映象# 

证明  由 M (#, z ) 的预解算子 J
M( #, z)
Q 的定义,有( 8) 式成立当且仅当 u I E( x )、v I F ( x )

和 z I G ( x ) 使得

  g( x ) - QN ( u, v ) I g( x ) + QM ( g ( x ) , z ) # 

上式成立当且仅当 u I E ( x )、v I F ( x ) 和 z I G( x ) 使得

  0 I M ( g ( x ) , z ) + N ( u, v ) ,

因此 ( x , u, v , z ) 是( GNIQVIP) ( 1) 的解当且仅当 u I E ( x )、v I F ( x ) 和 z I G( x ) 使( 8) 式

成立# 

注 21 1 定理 211 推广了 Adly[32] 的引理 311, Huang[33] 的引理 211 和 Ding[35] 的定理 31 1# 从定理 21 1看出

( GNIQVIP) ( 1)等价于不动点问题( 8)# 方程( 8)能改写为

  x = ( 1- K) x + K[ x - g( x ) + JM(#, z)
Q ( g ( x ) - QN ( u, v ) ) ] , ( 9)

其中 K I ( 0, 1] 和 Q> 0 是常数# 此不动点陈述使我们能建议下面迭代算法# 

算法 211  设 E、F、G: H y CB( H ) 是集值映象, N :H @ H y H 和g: H y H 是单值映象

且 M : H @ H y 2
H
使得对每一固定 y I H , M ( #, y ) : H y 2

H
是极大单调映象满足 g( H ) H

dom( M ( #, y ) ) X ª# 对给定 x 0 I H、u0 I E ( x 0 ) , v 0 I F ( x 0 ) 和 z0 I G( x 0 ) ,令

  x 1 = ( 1- K) x 0 + K[ x 0 - g( x 0 ) + J
M(# , z

0
)

Q ( g( x 0 ) - QN ( u0 , v 0 ) ) ]# 

由Nadler[ 40] ,存在 u1 I E( x 1 )、v 1 I F ( x 1 ) 和 z 1 I G ( x 1 ) 使得

  +u0 - u1 + [ ( 1 + 1) �H ( E ( x 0 ) , E ( x 1 ) ) ,

  +v 0 - v 1 + [ ( 1 + 1) �H ( F( x 0 ) , F( x 1 ) ) ,

  +z 0 - z 1 + [ ( 1 + 1) �H ( G( x 0 ) , G( x 1 ) ) # 

令    x 2 = ( 1- K) x 1 + K[ x 1 - g( x 1 ) + J
M(# , z

1
)

Q ( g( x 1 ) - QN ( u1 , v 1 ) ) ] # 

由归纳法我们能得到序列 x n 、un 、 vn 和 z n 满足

  

xn+ 1 = ( 1 - K) xn + K[ x n - g( x n ) + J
M( #, z

n
)

Q ( g( xn ) - QN ( un , v n ) ) ] ,

un I E ( x n ) , +un - un+ 1 + [ ( 1+ ( 1+ n)
- 1

) �H ( E ( x n ) , E ( x n+ 1 ) ) ,

v n I F ( x n ) , +v n - v n+ 1 + [ ( 1 + ( 1 + n)
- 1

) �H ( F ( x n ) , F( xn+ 1 ) ) ,

zn I G( xn ) , +z n - z n+ 1 + [ ( 1+ ( 1+ n)
- 1

) �H ( G ( x n ) , G ( x n+ 1 ) ) ,

( n = 0, 1, ,) ,

( 10)

其中 K I ( 0, 1] 和 Q> 0是常数# 

在算法211中若 K= 1,我们有下面算法# 

算法 212  设 E、F、G: H y CB( H ) 是集值映象, N :H @ H y H 和g: H y H 是单值映象

和 M : H @ H y 2
H
使得对每一给定 y I H , M ( #, y ) : H y 2

H
是极大单调映象满足 g( H ) H

dom( M ( #, y ) ) X ª# 对给定 x 0 I H、u0 I E ( x 0 )、v 0 I F( x 0 ) 和 z 0 I G( x 0 ) ,我们能构造迭
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代序列 x n 、un 、 v n 和 zn 满足

x n+ 1 = x n - g( xn ) + J
M (# , z

n
)

Q ( g( xn ) - QN ( un , v n ) ) ,

un I E( xn ) , +un - un+ 1 + [ ( 1+ ( 1+ n)
- 1

) �H ( E( xn ) , E( x n+ 1 ) ) ,

v n I F( xn ) , +vn - v n+ 1 + [ ( 1+ ( 1 + n)
- 1

)�H ( F ( x n ) , F ( x n+ 1 ) ) ,

z n I G ( x n ) , +zn - z n+ 1 + [ ( 1+ ( 1+ n)
- 1

) �H ( G( x n ) , G ( x n+ 1 ) ) ,

( n = 0, 1, ,) ,

( 11)

其中 Q> 0是常数# 

算法 213  设 E、F、G :H y CB( H ) 是集值映象, S、T、g: H y H 是单值映象# 令K :H y

2
H
是集值映象使得对每一x I H , K ( x ) 是H 的非空闭凸子集# 对给定 x 0 I H、u0 I E ( x 0 )、

v 0 I F ( x 0 ) 和 z0 I G( x 0 ) 我们能构造如下面迭代序列 xn 、un 、v n 和 zn 满足 :

x n+ 1 = ( 1- K) x n + K[ x n - g( x n ) + PK ( z
n

) ( g( xn ) + Q( S ( un ) + T ( v n ) ) ) ] ,

un I E( xn ) , +un - un+ 1 + [ ( 1+ ( 1+ n)
- 1

) �H ( E( xn ) , E( x n+ 1 ) ) ,

v n I F( xn ) , +vn - v n+ 1 + [ ( 1+ ( 1 + n)
- 1

)�H ( F ( x n ) , F ( x n+ 1 ) ) ,

z n I G ( x n ) , +zn - z n+ 1 + [ ( 1+ ( 1+ n)
- 1

) �H ( G( x n ) , G ( x n+ 1 ) ) ,  ( n = 0, 1, ,) ,

其中 Q> 0是常数和 PK( z) 是 H 到K ( z ) 上的投影# 

注 21 2 适当选取映射 E、F、G、M、N、S、T 和g, 算法 211、212、213 包含了对变分不等式、拟变分不等式、

变分包含、拟变分包含、补问题和拟补问题的许多已知算法作为特殊情形, 例如见[ 4 ~ 14, 17 ~ 28, 30 ~ 36,

38, 39] 和其中参考文献# 

定理 212  设 E、F、G: H y CB( H ) 分别是 E_Lipschitz连续、G_Lipschitz连续和F_Lipschitz

连续的# 令 g: H y H 是 D_强单调和 R_Lipschitz 连续的 # 设 N ( #, #) 在第二自变量是

N_Lipschitz连续的# 设 N : H @ H y H 在第一自变量关于E是A_强单调的和B_Lipschitz连续

的# 设 M : H @ H y 2
H
使得对每一固定 y I H , M ( #, y ) : H y 2

H
是极大单调映象满足g (H )

H dom( M , (#, y ) ) X ª 和对任何x、y、z I H ,

+J
M (# , x)
Q ( z ) - J

M(# , y)
Q ( z ) + [ L+x - y +# ( 12)

假设存在 Q> 0使得

k = 2 1- 2D+ R
2

+ LF, k + QNG< 1, NG< A [ EB,

A> ( 1 - k ) NG+ ( E
2
B

2
- N

2
G

2
) ( 2k - k

2
) ,

Q-
A- ( 1- k ) NG
E

2
B

2
- N

2
G

2 <
[ A- ( 1- k) NG]

2
- ( E

2
B

2
- N

2
G

2
) ( 2k - k

2
)

E
2
B

2
- N

2
G

2 # 

( 13)

则由算法 211生成的迭代序列 xn 、 un 、 v n 和 zn 分别强收敛于 x
*
、u

*
、v

*
和 z

*
且

( x
*

, u
*

, v
*

, z
*

) 是( GNIQVIP) ( 1) 的解# 

证明  由算法 211有

+x n+ 1 - xn + = +( 1- K) xn + K[ x n - g( xn ) + J
M( #, z

n
)

Q ( g( xn ) - QN ( un , v n ) ) ] -

   ( 1- K) x n- 1 - K[ xn- 1 - g ( x n- 1 ) + J
M( #, z

n- 1
)

Q ( g( xn- 1 ) - QN ( un- 1 , v n- 1 ) ) ] + [

   ( 1- K) +xn - x n- 1 + + K+x n - xn- 1 - ( g( x n ) - g ( x n- 1 ) ) + +

   K+J
M (# , z

n
)

Q ( g( xn ) - QN ( un , v n ) ) - J
M( #, z

n- 1
)

Q ( g( xn- 1 ) - QN ( un- 1 , v n- 1 ) ) +# ( 14)

因 g 是 D_强单调和R_Lipschitz连续的,由 Noor
[ 7]
的方法,我们有
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+x n - xn- 1 - ( g( xn ) - g ( x n- 1 ) ) + [ 1- 2D+ R
2 +xn - x n- 1 +# ( 15)

由引理111和条件( 12)有

+J
M (# , z

n
)

Q ( g( xn ) - QN ( un , v n ) ) - J
M( #, z

n- 1
)

Q ( g( xn- 1 ) - QN ( un- 1 , v n- 1 ) ) + [

   +J
M( #, z

n
)

Q ( g ( x n ) - QN ( un , v n ) ) - J
M(# , z

n
)

Q ( g( xn- 1 ) - QN ( un- 1 , v n- 1 ) ) + +

   +J
M( #, z

n
)

Q ( g ( x n- 1 ) - QN ( un- 1 , v n- 1 ) ) - J
M( #, z

n- 1
)

Q ( g ( x n- 1 ) - QN ( un- 1 , v n- 1 ) ) + [

   +g( x n ) - g( xn- 1 ) - Q( N ( un , v n ) - N ( un- 1 , v n- 1 ) ) + + L+zn - z n- 1 + [

   +xn - x n- 1 - ( g ( x n ) - g( x n- 1 ) ) ++ +xn - x n- 1 - Q( N ( un , v n ) -

   N ( un- 1 , v n- 1 ) ) + + L+z n - z n- 1 + [

   +xn - x n- 1 - ( g ( x n ) - g( x n- 1 ) ) ++ +xn - x n- 1 - Q( N ( un , v n ) -

   N ( un- 1 , v n ) ) + + Q+N ( un- 1 , v n ) - N ( un- 1 , v n- 1 ) ++ L+z n - zn- 1 +# ( 16)

因N (#, #) 在第一自变量关于 E A_强单调和 B_Lipschitz连续和 E 是 E_Lipschitz连续的,我们有

+x n - xn- 1 - Q( N ( un , v n ) - N ( un- 1 , v n ) ) +2
=

    +x n - xn- 1 +2
- 2Q3N ( un , v n ) - N ( un- 1 , v n ) , xn - x n- 14+

    Q
2 +N ( un , v n ) - N ( un- 1 , v n ) +2 [

    +x n - xn- 1 +2
- 2QA+x n - xn- 1 +2

+ Q
2
B

2 + un - un- 1 +2 [

    ( 1- 2QA) +x n - x n- 1 +2
+ Q

2
B

2
[ ( 1 + n

- 1
)�H ( E ( x n ) , E ( x n- 1 ) ) ]

2 [

    ( 1- 2QA+ Q
2
B

2
E

2
( 1+ n

- 1
)

2
) +x n - xn- 1 +2# ( 17)

利用 N (#, #) 在第二自变量的 N_Lipschitz连续性和 F 的 G_Lipschitz连续性,有

+N ( un- 1 , v n ) - N ( un- 1 , v n- 1 ) + [

    N+v n - v n- 1 + [ N( 1+ n
- 1

) �H ( F( xn ) , F( xn- 1 ) ) [

    NG( 1 + n
- 1

) +xn - x n- 1 +# ( 18)

由 G 的 N_Lipschitz连续性有

+z n - zn- 1 + [ ( 1+ n
- 1

) �H ( G( xn ) , G( xn- 1 ) ) [ F( 1+ n
- 1

) +x n - xn- 1 +# ( 19)

由( 14) ~ ( 19) ,我们得到

+x n+ 1 - xn + [ [ ( 1 - K) + 2K 1- 2D+ R
2
+ K 1- 2AQ+ E

2
B

2
Q

2
( 1+ n

- 1
)

2
+

    KNGQ( 1+ n
- 1

) + KLF( 1 + n
- 1

) ] +x n - x n- 1 + =

    [ Kkn + ( 1- K) + Ktn ( Q) ] +x n - xn- 1 + =

    Hn +x n - xn- 1 +, ( 20)

其中   kn = 2 1 - 2D+ R
2

+ LF( 1+ n
- 1

) ,

  tn ( Q) = 1- 2AQ+ E
2
B

2
Q

2
( 1+ n

- 1
)

2
+ NGQ( 1 + n

- 1
)

和    Hn = Kkn + ( 1- K) + Ktn ( Q)# 

令 H= Kk + ( 1- K) + Kt ( Q) 其中 k = 2 1- 2D+ R
2

+ LF和 t ( Q) = 1 - 2AQ+ E
2
B

2
Q

2
+

NGQ,则有 k n y k , t n ( Q) y t ( Q) 和 Hn y H, n y ] # 从条件( 13) 推得 H< 1# 因此对充分大

的 n, Hn < H0 < 1# 所以( 20) 蕴含 xn 是H 内的 Cauchy序列, 我们能设 x n y x
* I H , n y

] # 由 E、F 和G 的 Lipschitz连续性,有

  +un+ 1 - un + [ ( 1+ ( 1+ n)
- 1

)�H ( E ( x n+ 1 ) , E ( x n ) ) [
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( 1+ ( 1+ n)
- 1

) E+x n+ 1 - xn +,

  +v n+ 1 - v n + [ ( 1 + ( 1+ n)
- 1

) �H ( F( xn+ 1 ) , F( x n ) ) [

( 1 + ( 1+ n)
- 1

) G+xn+ 1 - x n + ,

  +zn+ 1 - z n + [ ( 1 + ( 1+ n)
- 1

) �H ( G( xn+ 1 ) , G ( x n ) ) [

( 1 + ( 1+ n)
- 1

) F+xn+ 1 - x n +# 

由此推得 un 、 vn 和 z n 也是H 中Cauchy序列# 设 un y u
*

, vn y v
*
和 z n y z

* # 注意

到 un I E( xn ) ,我们有

  d( u
*

, E ( x
*

) ) [ +u
*

- un + + d( un , E( xn ) ) + �H ( E( xn ) , E( x
*

) ) [

      + u
*

- un + + E+x n - x
* + y 0,   n y ] # 

因此必有 u
*

I E( x
*

) ,类似可证得 v
*

I F( x
*

) 和 z
*

I G( x
*

)# 从 xn+ 1 = ( 1- K) x n +

K[ xn - g ( x n ) + J
M( #, z

n
)

Q ( g ( x n ) - QN ( un , v n ) ) ] 推得

  x
*

= ( 1 - K) x
*

+ K[ x
*

- g ( x
*

) + J
M( #, z* )
Q ( g ( x

*
) - QN ( u

*
, v

*
) ) ]# 

因此有 g( x
*

) = J
M(# , z

*
)

Q ( g( x
*

) - QN ( u
*

, v
*

) )# 由定理 211, ( x
*

, u
*

, v
*

, z
*

) 是

(GNIQVIP) ( 1) 的解# 

注 213 如果定理 212 的一切假设成立, 则由算法 212定义的迭代序列 x n 、 un 、 vn 和 z n 也强收

敛于 x * 、u* 、v* 和 z * 且( x * , u* , v* , z * ) 也是( GNIQVIP) ( 1) 的解,此结论从具有 K= 1 的定理212 得到# 

定理 212推广了 Adly[32] 的定理 412# 

定理 213  设 E、F、G: H y CB( H ) 分别是 E_Lipschitz连续, G_Lipschitz连续和F_Lipschitz

连续的# 设 g: H y H 是D_强单调和R_Lipschitz连续的, N : H @ H y H 在第一自变量关于

E 是 A_强单调的和 B_Lipschitz和 N ( #, #) 在第二自变量是 N_Lipschitz连续的# 设 U:H @ H

y (- ] , + ] ]使得对每一固定 y I H , U( #, y )是H上的真凸下半连续函数满足g( H ) H dom

5 U( #, y ) X ª# 假设对一切 x , y , z I H ,

  +J
5 U( #, x )
Q ( z ) - J

5U( #, y )
Q ( z ) + [ L+x - y + # 

如果存在常数 Q> 0使条件( 13) 成立, 则由具有 M ( x , y ) = 5 U( x , y ) , Px , y I H ,的算法211

生成的迭代序列 x n 、un 、 v n 和 z n 分别强收敛于 x
*
、u

*
、v

*
和 z

*
且( x

*
, u

*
, v

*
, z

*
)

是问题( 4) 的解,即有

  
x

*
I H , u

*
I E( x

*
) , v

*
I F( x

*
) 和 z

*
I G ( x

*
) 使得

3N ( u
*

, v
*

) , y - g ( x
*

)4 \ U( g ( x
*

) , z
*

) - U( y , z
*

) ,   Py I H# 

证明  定义映象 M : H @ H y H 如下

  M ( x , y ) = 5 U( x , y ) ,   Px , y I H # 

则由 U的假设对每一给定y I H , M (#, y ) : H y 2
H
是极大单调映象且满足g( H ) H dom( M ( #,

y ) ) X ª# 容易看出定理 212的一切条件被满足# 定理213的结论由定理 212推得# 

注 21 4 定理 213 推广了Huang[33] 的定理 311, 它也是 Ding[35] 的定理 313 和 Kazmi[34] 的定理 411 的改进变

型# 

定理 214  设 E , F , G: H y CB( H ) 分别是 E_Lipschitz连续, G_Lipschitz连续和F_Lipschitz

连续的# 设S , T , g: H y H 分别是B_Lipschitz连续, N_Lipschitz连续和 R_Lipschitz连续的# g

1021一类广义非线性隐拟变分包含



是 D_强单调的和S 关于E 是A_强单调的# 设K :H y 2
H
使得对每一x I H , K ( x ) 是H 的非

空闭凸子集使得 H 到K ( x ) 上的投影算子 PK( x) 满足

  +PK ( x) ( z ) - PK ( y) ( z ) + [ L+x - y + ,   Px , y , z I H # 

假设存在常数 Q> 0使得定理 212内条件( 13) 成立# 则由算法 213生成的迭代序列 x n 、

un 、 v n 和 z n 分别强收敛于x
*
、u

*
、v

*
和 z

*
且( x

*
, u

*
, v

*
, z

*
) 是广义强非线性隐拟

变分不等式问题( 6) 的解,即有

  x
* I H , u

* I E( x
*

) , v
* I F( x

*
) 和 z

* I G ( x
*

) 使得

g( x
*

) I K ( z
*

) , 3S( u
*

) + T ( v
*

) , y - g ( x
*

) 4 \0,   Py I K ( z
*

) # 

证明  定义映象 N : H @ H y H 如下

  N ( u, v ) = S ( u) + T ( v ) ,   P u, v I H # 

对每一给定 y I H , 令 U( #, y ) = IK ( y) (#) 是 K ( y ) 的指标函数,即是

  IK ( y) ( x ) =
0, 如果 x I K ( y ) ,

+ ] ,   否则# 

则我们有

+N ( u1 , v ) - N ( u2 , v ) + = +S ( u1 ) - S ( u2 ) + [ B+u1 - u2 +,  Pu1 , u2 I H # 

因此 N (#, #) 在第一自变量是 B_Lipschitz 连续的, 类似可证 N ( #, #) 在第二自变量是

N_Lipschitz连续的# 因 S 关于E 是 A_强单调的, 我们有

  3N ( u1 , v ) - N ( u2 , v ) , x 1 - x 24 = 3S ( u1 ) - S( u2 ) , x 1 - x 24 \

      A+x 1 - x 2 +2
,   Px 1 , x 2 , v I H , u1 I E ( x 1 ) , u2 I E( x2 ) # 

因此 N ( #, #) 在第一自变量关于 E 是A_强单调的# 容易检验定理 213的一切条件被满足# 

应用此定理知定理 214的结论成立# 

注 215 定理 214 改进了Huang[38] 的定理 411 和定理 412# 由适当选取 E、F、G、S、T、g 和K , 我们能得到

在[ 7 ~ 10, 13, 14, 18, 19, 20, 22, 23, 25 ~ 28, 30, 36, 39] 中的许多已知结果作为定理 214 的特殊情形# 
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On a Class of Generalized Nonlinear Implicit

Quasivariational Inclusions

Ding Xieping

( Depar tm ent of Ma them atics , Sichu an Normal Univer sity , Chen gdu 610066, P R Chin a )

Abstract: In this paper, a new class of generalized nonlinear implicit quasivariational inclusions in-

volving a set_valued maximal monotone mapping are studied. A existence theorem of solutions for this

class of generalized nonlinear implicit quasivariational inclusions is proved without compactness as-

sumptions. A new iterative algorithm for finding approximate solutions of the generalized nonlinear

implicit quasivariational inclusions is suggested and analysed and the convergence of iterative sequence

generated by the new algorithm is also given. As special cases, some known results in this field are

also discussed.

Key words: generalized nonlinear implicit quasivariational inclusion; maximal monotone mapping;

iterative algorithm; Hilbert space
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