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求解渗流自由面的复合单元全域迭代法
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摘要 :  渗流自由面是岩体水力学研究的重点和难点, 也是边坡稳定性综合研究的重要内容# 基

于对渗流自由面数值求解方法的分析, 提出了复合单元全域迭代法, 并编制了有限元计算程序# 

计算果表明, 该法具有程序处理比较简单、计算结果比较精确等特性, 一般迭代 5 次左右便可收

敛# 
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引   言

在边坡、土坝、地下洞室及地下水运动等渗流分析中, 均涉及渗流自由面问题# 渗流自由

面是岩体水力学研究的重点和难点之一
[ 1~ 3]

, 也是边坡稳定性综合研究的重要内容# 岩体边

坡中渗流自由面的确定, 可以明确地下水在边坡中的赋存特性及其运动过程# 有限元法、边界

元法及离散元法等是求解无压渗流自由面主要的数值计算方法# 

在求解渗流自由面的数值计算方法中,使用效果最好的方法当属有限元法
[ 4]

, 传统的有限

元方法属于网格变动法, 即在每次迭代以后计算网格作一次变动,节点坐标发生改变# 由于渗

流自由面作为渗流域的自然边界面是待定的,是一个非线性问题,因而需要迭代求解# 但是,

网格变动法存在着比较显著的缺陷:

1) 当初始渗流自由面和最终渗流自由面位置相差较大时,会使计算单元发生畸变,乃至

与相邻单元发生交替、重叠,以至于在计算过程中常需要对渗流域进行重新剖分计算;

2) 当自由面附近渗流介质不均一,尤其有水平介质层时网格变动会破坏介质分区,程序

处理十分困难;

3) 当渗流域内有结构物时,网格变动常会改变结构的边界条件, 影响计算精度;

4) 网格变动过程中, 每一次迭代计算网格均要随自由面的变动而变动,总体渗透矩阵需

要重新生成,需要大量机时;

5) 在研究渗流与应力耦合作用中,由于应力分析经常包括渗流虚区, 因而不能用同一网

格进行耦合作用分析# 

自从 1973年Neumann提出用网格不变法进行渗流分析以来, Desai
[ 5]
提出了残余流量法、
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张有天提出了初流量法
[ 6]
、速宝玉提出了节点虚流量法

[ 1]
、吴梦喜提出了虚单元法

[ 7] # 其中,

节点虚流量法由于无需确定计算过程中的近似自由面, 故其精度一般较高# 而残余流量法由

于全部调整均基于第一次计算结果,初流量法又对跨自由面单元的近似自由面以下节点的高

斯点不予计算, 故计算精度均不太高;虚单元法在处理有自由面穿越的单元时,节点的移动路

径难于确定# 鉴于此,本文作者在进行三峡工程永久船闸边坡岩体渗流研究过程中,提出了复

合单元全域迭代法# 

1  渗流有限元控制方程

由于渗流自由面的位置是预先未知的,属于混合边界问题,即必须同时满足 Dirichlet边界

条件(第一类边界条件)和 Neumann边界条件(第二类边界条件) # 无压渗流边界条件如图 1# 

自由面是渗流实区(或称饱和渗流区) 81 与渗流虚区(或称非饱和渗流区) 8 2 的交界面# 自

由面以下节点总水头值 H > z ; 自由面以上, 节点总水头值H < z ; #5 为渗流溢出面; #4为

渗流自由面( H = z )# 凡是被渗流自由面穿越的有限单元定义为复合单元 ( composite element )

(图 2)# 

  图 1 无压渗流边界条件       图2  复合单元示意图

Galerkin有限元对于平面问题多采用四节点等参元及三角形单元离散渗流域,对于三维问

题多采用六面体或四面体单元离散渗流域# 假定渗透介质属于均质各向异性体,则三维渗流

定解问题为:
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式中, 8 ) ) ) 渗流域; #1、#2 ) ) ) 渗流域第一类边界; Kxx、Kyy、K zz ) ) ) 渗流域中 x、y、z 方向的

主渗透系数; H 0 ) ) ) 初始时刻渗流域中的水头分布; U) ) ) 第一边界 #1 上的已知水头函数;

q ) ) ) 第二类边界条件 #2上侧向单宽补给流量; E) ) ) 垂向渗流强度( E> 0为入渗, E< 0为

蒸发) ; L) ) ) 介质贮(给) 水系数# 
选择形函数 N L ( x , y , z ) ( L = 1, 2, ,, N ) ,误差函数为:
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则由 Galerkin法得

  QQQ8
R( x , y , z ) N L ( x , y , z ) dxdydz = QQQ8
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5 t NL ( x , y , z ) dxdydz = 0   ( L = 1, 2, ,, N )# ( 6)

把渗流域 8 划分为N 个子区 8L ( L = 1, 2, ,, N ) ,则根据形函数之比值

  N L ( x , y , z ) =
1   当( x , y , z ) I 8L ,

0   当( x , y , z ) I/ 8L ,
( 7)

并利用Green公式得
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( L = 1, 2, ,, N )# ( 8)

设 8L 子区内有mL 个单元,则( 8) 式可以表示为
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其矩阵表达式为

  [ G] H + [ S ]
dH
dt = E + B , ( 10)

式中, [ G]、[ S] ) ) ) 分别为渗流域的总渗透矩阵和贮(给) 水矩阵; E ) ) ) 源汇项列阵;

B ) ) ) 边界列矩阵# 

可见,利用 Galerkin法可把渗流控制方程表示为含有 N 个方程的线性代数方程组# 采用

不同的剖分单元,形函数 N L 有区别,但对于同样一个渗流定解问题其各项系数矩阵是近似相

同的,因此,求解出的渗流场应该是唯一的# 

2  复合单元全域迭代法及其计算过程

复合单元全域迭代法( global composite element iteration, 简称 GCET)属于网格固定法,是基

于对已有网格固定法的分析而提出的, 其本质是定义渗流自由面单元为由渗流实域与渗流虚

域共同组成的复合单元, 并将复合单元的渗透系数按虚域与实域的相对比例随迭代次数进行

调整# 其计算的基本过程为:

a) 对渗流域进行全域剖分,令域内所有节点的初始水头值为问题的最大第一类边界水头

值 H0 ;

b) 根据渗流分析的实际情况,即考虑渗流分析的非均质性和各向异性特性, 基于单元划

分及单元渗透矩阵形成总体渗透矩阵 [ K ] , [ K ] 为 nNN @ nNN阶方阵( nNN为渗流域剖分的节点
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总数) ,在无源汇项的稳定渗流问题中, ( 10) 式简化为 :

  [ K ] H = 0 ; ( 11)

c) 根据组装起来的总体渗透矩阵 [ K ] 计算渗流域内未知水头节点的等效节点流量

Q0 ,则总体渗透矩阵[ K ] 改变为[ Kc] , [ Kc] 为( nNN - nNBN ) @ ( nNN - nNBN ) 阶方阵( nNBN 为

第一类边界节点总数) ,则方程( 11) 改变为:

  [ Kc] H = Q0 , ( 12)

列阵 H 中不包含第一类边界节点总数 ;

d) 求解线性代数方程组( 12)得渗流域内所有未知节点的水头值 Hi ( i 为计算迭代次

数) ;

e) 将未知水头的节点的计算值 Hi 恢复为含有第一类边界节点水头值的节点水头值矩

阵 Hi , Hi 为nNN @ 1阶列阵# 并与初始水头 H0 进行比较

  | H
i
j - H

0
j | [ E1   ( j = 1, 2, ,, nNN ) , ( 13)

式中 i 为迭代计算次数, j 为节点号, E1为同一节点两次计算的水头值的误差# 

在计算精度要求较高时, 取 E1 为 10
- 3

~ 10
- 4

,其增加一个数量级, 则迭代次数增加约 015

倍左右# 本文取为 10
- 3 # 

若渗流域内节点均满足( 13) ,则自由面迭代完成,此时的渗流场中满足

  | H - z | [ E2 ( 14)

的节点或单元边上的插值点的连线,即为渗流自由面# 否则
f ) 计算节点的状态识别码 mSRC = H - z ,若 mSRC < 0# 表明该节点处于渗流虚区,称为虚

节点;若m SRC > 0,表明该节点位于渗流实区,称为实节点;而若mSRC = 0,则表明该节点处于初

始渗流自由面上# 若一个单元的所有节点均为虚节点, 则该单元为虚单元; 若所有节点均为

实节点,则该单元为实单元;当一个单元同时含有实节点和虚节点,则称该单元为复合单元(即

为自由面单元) # 按流量等效将复合单元中渗流实区渗透系数进行调整;

g) 重新进行渗流计算,直到满足式( 13)为止# 
在利用本方法进行渗流计算中,要求根据在已知边界水头H 1 和H 2 连线方向估计渗流自

由面的变化区域,对该区域的单元进行加密处理, 愈密精度愈高# 

3  复合单元全域迭代法的验证

为了验证复合单元全域迭代法计算结果的可靠性, 实例选自[ 4] ,为一不透水地基上的矩

形均质土坝的稳定渗流# 渗流域的第一类边界条件左边为 6 m,右边为 1 m, 底部不透水# 计

算结果如图3# 其中直接消去法和甘油模型试验曲线为毛昶熙[ 4]
的结果,除用本文程序进行

计算以外, 也用 ADINAT 软件作了计算# 由图可见,用本文方法计算的结果与甘油模型试验成

果十分接近,而用ADINAT 软件计算的渗流自由面是各方法计算自由面最高的# 但 4种结果

趋势很接近# 

从图 4可以看出, 用本文方法计算的渗流自由面, 当取误差值 E1 = E2 = 10
- 3
时, 第5次

迭代结果便收敛了, 与第10次计算的结果基本一致# 当在边坡中布设排水孔时, 取其组成材

料为零材料(即空心) , 但考虑到形成渗流域总体渗透矩阵的一致性, 令排水结构中的节点为

虚节点, 排水结构单元为虚单元, 其渗透系数取为渗流实区的1000倍, 这一取值也由Peter等

的实验成果所证实# 据此, 本文的计算结果如图 5# 由图可见, 与图 4相比, 在渗流域的溢

出面设置 6 m长的排水孔后, 稳定的渗流自由面出溢点下降 112 m左右# 但在渗流域中布设
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图 3 矩形均质土坝渗流自由面比较

排水措施对渗流自由面的影响通常要受到渗透介

质渗透特性的影响# 当Kx > Ky 时, 可造成渗流

自由面抬高的现象, 这与毛昶熙的研究结果是一

致的; 而当 Kx < Ky 时, 水平排水孔对降低渗流

自由面的影响是显著的
[ 8]

, 即受各向异性的影响

明显# 同时, 为了检验本文方法在计算边坡岩体

中具有多层排水孔时的性态, 本文实例取自

Nonveiller
[ 9]
图 5, 布设的排水孔单根长 50 m, 与

边坡坡面垂直且水平渗透介质为均质各向同性

体, 结果见图6# 其中Nonveiller的结果为由差分

法所求# 本文计算与其吻合程度是令人满意的# 
利用复合单元全域迭代法求解三峡工程永久船闸

边坡 (岩体等效渗透系数 Ky = 61037 1 @ 10
- 7

cm/ s, K z = 51481 5 @ 10
- 6

cm/ s) , 在洞室底板开

挖至170 m高程时的渗流自由面(图7) , 其在船闸

边坡面的出溢点高程 183 m, 与当时现场观测值

相差仅0168 m # 

 图 4  复合单元全域迭代法计算成果的收敛性   图 5 布设排水孔时边坡的渗流自由面

图 6  布设双层排水孔时边          图 7  三峡工程永久船闸

坡岩体中的渗流场 边坡岩体渗流场
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4  结   语

本文提出的复合单元全域迭代法属于通过对渗流域进行 Euler 型网格划分并利用有限元

数值计算方法求解渗流自由面的迭代方法,是基于渗流自由面求解的许多固定单元法的不足

而研究提出的# 具有程序处理比较简单、收敛速度较快、计算结果比较精确等特性# 在水利水

电工程高边坡岩体渗流研究及排水方案设计、土石坝渗流与防水技术及道路边坡及隧道工程

岩体渗流等土建工程中具有较强的推广应用价值,是一种值得深入完善、推广应用的渗流自由

面求解方法# 
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Global Composite Element Iteration to Solve

Seepage Free Surface

Chen Hongkai,  Tang Hongmei,  Xiao Shengxie

( Depar tm ent of Riv er En gin eer ing , Chongqin g Jia oton g

In stitute , Chon gqing 400074, P R China )

Abstract: As one of the most difficult topics of rock mass hydromechanics, seepage free surfece

plays an important part in slope stability researches. Based on analysis of numerical methods to solve

seepage free surface, global composite element iteration ( GCEI) is presented in this paper. FEM pro-

gram is made by using GCEI. Much calculating verifies that not only the program is simpler using

GCEI, also the tolerance is higher after 5 iterations.

Key words: rock mass slope; seepage free surface; global composite element iteration; verification
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