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摘要: � 由于满足( PN_5)条件的PN 空间 ( E , F ) 就是M anger PN 空间( E , F, min) , 因此, 肖建中等给

出的关于PN空间上线性算子概率范数的结果有较大的局限性�� 本文中, 在较一般的M enger PN 空

间上研究有关线性算子的概率范数和算子空间的问题, 改进和推广了肖建中等的结果��
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引 � �言

文[ 1] 引入了 Menger 概率赋范空间( 简称 Menger PN 空间) 上线性算子的概率范数的概念,

并利用这一概念, 在 t_范数 �满足 �( t , t ) � t ( � t � ( 0, 1] ) 的条件下, 给出了线性算子概

率有界性的刻划, 研究了算子空间及其完备性�� 之后, 文[ 2] 将线性算子概率范数的定义推

广到一般的概率赋范空间( 简称PN空间) , 并在满足( PN_5) 条件
[ 3]

的PN空间上研究了相应的

问题�� 最近, 我们证明了满足( PN_5) 条件的 PN 空间 ( E , F ) 就是 Menger PN 空间 ( E , F,

min) ( 见[ 4] )�� 此外, 容易看出, 满足 �( t , t ) � t ( � t � ( 0, 1] ) 的 t_范数只有一个, 就是 �

= min( 见[ 5] )�� 因此, 文[ 2] 得到的结果是[ 1] 中已有结果的翻版, 它们有较大的局限性��

为了克服这一局限, 本文将在较一般的Menger PN 空间上研究有关线性算子的概率范数、线

性算子的有界性、算子空间及其完备性等问题, 我们的工作改进和推广了[ 1, 2] 的结果��

1 �预 备 知 识

下文中, R = (- � , + � ) , D表示所有左连续的分布函数的集合 ,

� � D
+

= f � D | f ( 0) = 0 ,D0 = f � D+
| f

- 1
( 1) � � ��

H: R � [ 0, 1] 表示一特殊的分布函数, 定义为 :

� � H( t ) =
1, � � t > 0,

0, � � t � 0��

Menger PN 空间的定义和其它有关术语、记号见[ 3, 6, 7]��

设 ( E , F, �) 是 Menger PN 空间�� 对每个 t > 0 和 � � ( 0, 1] , 我们定义
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� � N ( t , 0) = x � E f x ( t ) = 1 , N ( t , �) = x � E f x ( t ) > 1- � ��

容易验证 N ( t , �) = tN ( 1, �) , � � � [ 0, 1] ��

如果 t_范数 �满足:

� � sup
0< t< 1
�( t , t ) = 1, ( 1)

则 ( E , F, �) 是以 N ( �, �) �> 0, � � ( 0, 1] 为 �的邻域基的Hausdorff 的拓扑线性空间��

这样的拓扑结构称为( E, F, �) 的( �, �) _拓扑, 记为 T�� 显然, N ( 1/ n, 1/ n) n = 1, 2, � 也

是( E, T ) 中 �的邻域基, 所以( E , T ) 是满足第一可数公理的��

以下若不特别声明, 均假设 t_范数 �满足条件( 1) ��

引理 1�设 ( E, F, �) 是Menger PN空间, 则F 取值于 D0 的充分必要条件是N ( 1, 0) 为吸

收集��

证明 �必要性 �设 F 取值于 D0 , 则对任何 x � E, 存在 t > 0使得f x ( t ) = 1, 即 x � N ( t ,

0) = tN ( 1, 0)�� 故 N ( 1, 0) 是吸收集��

充分性�设 N ( 1, 0) 是吸收集, 则对任何 x � E, 存在 t > 0使得 x � tN ( 1, 0) = N ( t , 0) ,

即 f x ( t ) = 1�� 所以 F 取值于 D0 ��

引理 2�设 ( E , F, �) 是Manger PN 空间, A � E, 则下列结论彼此等价:

1) A 是概率有界集, 即sup
t> 0

inf
x � A

f x ( t ) = 1;

2) A 关于( E , F, �) 的( �, �) _拓扑有界, 即对任何 �> 0及 � � ( 0, 1] , 存在 �> 0使得A

� �N ( �, �) ;

3) 对任何 � � ( 0, 1] , 存在 t > 0 使得 A � tN ( 1, �) ��

证明 � 1) � 2)��设 A 是概率有界集, 则对任何 �> 0 及 � � ( 0, 1] , 存在 t > 0 使得当 x

� A 时, 有 f x ( t ) > 1- �, 即 A � N ( t , �)�� 令 �= t / �, 即得 A � �N ( �, �) ��

2) � 3) 是显然的��

3) � 1)��由3) , 对任何 � � ( 0, 1] , 存在 t 0 > 0使得 inf
x � A

f x ( t 0 ) � 1- ��� 于是sup
t> 0

inf
x � A

f x ( t )

� 1 - ��� 由 �的任意性, 即知 A 是概率有界集��

引理 3�设 ( E , � � � ) 是赋范线性空间, 定义 F: E � D
+
如下:

� � F ( x ) ( t ) = f x ( t ) = H ( t - � x � )�� ( 2)

则 ( E , F,min) 是Menger PN 空间, 并称它为由( E , � � � ) 诱导出的Menger PN 空间��

2 �线性算子的概率范数与有界性

定义 1
[ 8,9] �设( E, F, �) 、( �E , �F, ��) 是Menger PN 空间, T: E � �E 是线性算子�� 若T 映 E

中任一概率有界集为 �E 中的概率有界集, 则称 T 是有界的��

定理 1�设 ( E , F, �) 、( �E , �F, ��) 是Menger PN空间, T : E � �E 是线性算子�� 则T 是有界的

充分必要条件是, 对每个 � � ( 0, 1] , 存在 � � ( 0, �] 及 t > 0 使得

� � T( N ( 1, �) ) � �N ( t , �)�� ( 3)

证明 �必要性 �因为 E 关于( �, �) _拓扑是满足第一可数公理的拓扑线性空间, 所以T 有

界当且仅当T 连续( 见[ 10] )�� 于是, 对每个 � � ( 0, 1] , 存在 � � ( 0, �] 及 s > 0使得T( N ( s ,

�) ) � �N ( 1, �)�� 令 t = 1/ s, 即得T( N ( 1, �) ) � �N ( t , �) ��

充分性�假设对每个 � � ( 0, 1] , 存在 � � ( 0, �] 及 t > 0使得( 3) 式成立�� 设A 是( E ,
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F, �) 中任一概率有界集�� 由引理 2, 存在 �> 0 使 A � �N ( 1, �)�� 于是

� � T( A ) � �T( N ( 1, �) ) � ��N ( t , �) ��

所以T( A ) 是( �E , �F, ��) 中的概率有界集, 故T 是有界的��

定义 2
[ 1,2] �设 ( E, F, �) � ( �E , �F, �) 是Menger PN 空间, T : E � �E 是线性算子�� 定义

� � GT( t ) = sup
s < t

sup
�� ( 0, 1]

inf
x � N ( 1, �)

�f Tx ( s ) � � ( t � R)�� ( 4)

并称 GT 为T 的概率范数��

定理 2�设 ( E, F, �) 、( �E , �F, ��) 是Menger PN空间, T : E � �E 是线性算子, 则T 有界的充分

必要条件是sup
t> 0

GT( t ) = 1��

证明 �必要性�设T 有界�� 据定理1, 对任何 � � ( 0, 1] , 存在 � � ( 0, �] 及 t 0 > 0使得

T( N ( 1, �) ) � �N ( t0 , �)�� 于是, inf
x � N ( 1, �)

�f Tx ( t0 ) � 1 - ��� 从而

� � sup
t> 0

GT ( t ) � sup
t> t

0

sup
s< t

inf
x � N ( 1, �)

�f Tx ( s ) � inf
x � N ( 1, �)

�f Tx ( t0 ) � 1 - ���

由 �的任意性, 得sup
t > 0

GT ( t ) = 1��

充分性�设 sup
t > 0

GT ( t ) = 1, 则对任何 � � ( 0, 1] , 存在 t0 > 0使 GT ( t0 ) > 1- ��� 进而,

存在 s0 < t 0 及 � � ( 0, 1] 使得

� � inf
x � N( 1, �)

�f Tx ( s0 ) > 1- ���

由此可知T( N ( 1, �) ) � �N ( s0 , �) , 据定理 1,T 是有界的��

注 1� [ 1] 中的定理 6, [ 2] 中的定理 1 是定理 2在 �= �� = min情形下的特例��

定理 3�设 ( E, F, �) 、( �E , �F, ��) 是Menger PN空间 , T : E � �E 是有界线性算子, 则 GT �

D
+ ��

证明 �由 GT( t ) 的定义知, GT ( t ) 不减且 GT ( t ) ( 0) = 0�� 因T 有界, 由定理2知sup
t> 0

GT( t )

= 1��

下面只需证 GT ( t ) 是左连续的�� 设 t 0 > 0和 GT( t 0 ) = �, 则对任意的 �> 0, 存在 s0 <

t 0 及 �0 � ( 0, 1] 使

� � inf
x � N( 1, �

0
)
�f Tx ( s0 ) > �- ���

令 �= t0 - s0 , 则当 t � ( t 0 - �, t0 ) , 即 s0 < t < t 0 时有

� � GT( t 0 ) � GT( t ) � inf
x � N (1, �

0
)
�f Tx ( s0 ) > �- ���

这便证明了 GT ( t ) 是左连续的�� 因此 GT � D
+ ��

3 �概率有界线性算子空间

设 ( E , F, �) , ( �E , �F, ��) 是Menger PN 空间, B ( E , �E ) 表示所有( E , F, �) 到( �E , �F, ��) 的

有界线性算子组成的集合��B ( E , �E ) 按通常的算子加法和数乘构成一线性空间�� 据定理3,

我们可定义映射 G: B ( E, �E ) � D
+
如下: G (T ) = GT , 其中 GT 由( 4) 给出��

定理 4�设 ( E , F, �) 、( �E , �F, ��) 是Menger PN 空间�� 若 F 取值于 D0 , ��左连续, 则( B

( E , �E) , G, ��) 是Menger PN空间�� 若( �E, �F, ��) 还是完备的, 则( B ( E, �E ) , G, ��) 也是完备的��

证明 �由定理 3 知, 只需验证 GT 满足, ( PN_1) ~ ( PN_3) ��
若T = O ( 零算子) , 易知 GT( t ) = 1( � t > 0)�� 反之, 使 GT ( t ) = 1( � t > 0) , 则对任何
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� � ( 0, 1] , 存在 s < t 及� � ( 0, 1] 使得对一切 x � N ( 1, �) 有 �f Tx ( t ) � �f Tx ( s ) > 1- ��� 注

意到 N ( 1, 0) � N ( 1, �) , 所以 �f Tx ( t ) > 1- �( � x � N ( 1, 0) )�� 由 �的任意性, 即得

� � �f Tx ( t ) = 1� � ( � t > 0, � x � N ( 1, 0) )��
因为 F 取值于 D0 , 由引理1知 N ( 1, 0) 是吸收集, 所以对任何 x � E, 存在 M > 0 使得 Mx �

N ( 1, 0)�� 于是

� � �f Tx ( t ) = �f T( Mx ) ( Mt ) = 1� � ( � t > 0)��
故Tx = 0( � x � E) , 即T = O . ( PN_1) 得证��

对任一 k � 0 ,

� � GkT ( t ) = sup
s< t

sup
�� ( 0, 1]

inf
x � N( 1, �)

�f ( kT) x ( s ) =

sup
s< t

sup
�� ( 0, 1]

inf
x � N( 1, �)

�f Tx ( s/ | k | ) =

sup
u < t/ | k|

sup
�� ( 0,1]

inf
x � N ( 1, �)

�f Tx ( u) = GT ( t / | k | )# 

( PN_2) 成立# 

设 GT
1
( t 1 ) = N1 , GT

2
( t 2 ) = N2 且不妨设 N1 , N2 > 0, 则对任何 0 < E< min N1 , N2 , 存在

s i < t i 及 Ai I ( 0, 1] 使得当 x I N ( 1, Ai ) 时有 �f T
i
x ( s i ) > Ni - E( i = 1, 2)# 取 A =

min A1 , A2 , 则当 x I N ( 1, A) 时有

  �f ( T
1
+T

2
) x ( s1 + s2 ) \ �$ ( �f T

1
x ( s 1 ) , �f T

2
x ( s2 ) ) \ �$( N1 - E, N2 - E)# 

从而

  GT
1
+T

2
( t 1 + t 2 ) \ inf

x I N ( 1, A)
�f ( T

1
+T

2
) x ( s1 + s2 ) \ �$ ( N1 - E, E2 - E)# 

由�$ 的左连续, 得

  GT
1
+T

2
( t 1 + t 2 ) \ �$ ( N1 , N2 ) = �$( GT

1
( t 1 ) , GT

2
( t2 ) )# 

( PN_3) 成立# 

因此 ( B ( E , �E ) , G, �$) 是Menger PN 空间# 

设 ( �E , �F, �$) 是完备的Menger PN 空间, T n 是( B ( E , �E ) , G, �$) 中的 Cauchy 列, 则

  GT
n
- T

m
( t ) y 1,   P t > 0( m, n y ] )# ( 5)

对任一 x I E , 由N ( 1, 0) 的吸收性, 存在 M > 0使 Mx I N ( 1, 0) # 对任何 t > 0, 由( 5)

我们有 GT
n
- T

m
( Mt ) y 1( m , n y ] )# 于是, 对任何 K I ( 0, 1] , 存在 n0 , 当 m, n > n0 时有

GT
n
- T

m
( Mt ) > 1 - K# 从而存在 s0 < t 及A0 I ( 0, 1] 使得

  inf
u I N( 1, A

0
)
�f ( T

n
- T

m
) u ( Ms0 ) > 1- K# 

注意到 Mx I N ( 1, 0) < N ( 1, A0 ) , 所以当 m, n > n0 时, 有

  �f ( T
n
-T

m
) x ( t ) \ �f (T

n
- T

m
) x ( s0 ) = �f (T

n
- T

m
) ( Mx) ( Ms0 ) > 1- K# 

故 T nx 是( �E , �F, �$ ) 中的 Cauchy 列# 由( �E , �F, �$) 的完备性, 可设T nx y y I �E# 我们定义 :

  Tx = y = lim
n y ]

T nx   ( P x I E ) # 

易知T 是 E 到�E 的线性算子# 下证T I B ( E , �E ) # 

对任何 t > 0及 K I ( 0, 1] , 取 0 < L < K# 由( 5) , 存在 n0 I N, 存在 s0 < t 及A0 I ( 0,

1] 使得当 m, n > n0 时, 对一切 x I N ( 1, A0 ) 有�f (T
n
- T

m
) x ( s 0 ) > 1- L# 取 s I ( s0 , t ) , 则当

m , n > n0 时, 对一切 x I N ( 1, A0 ) 有

  �f T
n
x- Tx ( s ) \ �$( �f T

n
x- T

m
x ( s0 ) , �f T

m
x- Tx ( s - s0 ) ) \

�$( 1 - L, �f T
m

x- Tx ( s - s0 ) )# ( 6)
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注意到T mx y Tx ( m y ] ) 及�$ ( 1- L, t ) 在 t = 1处的左连续性, 由( 6) 得, 对一切 x I N ( 1,

A0 ) 有

  �f T
n
x- Tx ( s ) \ �$( 1 - L, 1) = 1- L > 1- K, ( 7)

即 (T n - T) ( N ( 1, A0 ) ) < �N ( s, K)# 于是据定理 1, T n - T( n > n0 ) 是有界的# 因此

  T = T n - ( T n - T) I B ( E, �E ) # 

此外, 由( 7) 可知, 当 n > n0 时, 有

  GT
n
- T ( t ) \ inf

x I N ( 1, A
0

)
�f T

n
x-Tx ( s) > 1- K# 

这表明 lim
n y ]

GT
n
-T ( t ) = 1( P t > 0) , 即 T n y T( n y ] )# 因此( B ( E, �E ) , G, �$) 是完备的

Menger PN 空间# 

注 2 [ 1] 、[ 2]的主要结果是定理 4在 $ = �$ = min情形下的特例# 

定理5  设 ( E, F, min) 、( �E , �F, , min) 分别是由赋范线性空间( E, + # + ) 、( �E , + # + ) 诱

导出的Menger PN 空间# B( E , �E ) 表示所有( E , + # + ) 到( �E , + # + ) 的有界线性算子组成

的集合# 则 B ( E, �E ) = B ( E, �E ) , 且对任一 T I B ( E, �E ) , T 的概率范数为

  GT( t ) = H( t - +T + ) ,   P t I R, ( 8)

其中 + T + 是算子T 通常的范数# 

这表明 ( B ( E, �E ) , G, min) 恰为通常的算子空间( B ( E, �E ) , + # + ) 诱导出的Menger PN

空间# 

证明  由( 2) 知, 在诱出的Menger PN 空间中# 

  f x ( t ) > 0 Z f x ( t ) = 1 Z + x + < t# ( 9)

所以对任何 A I ( 0, 1] , N ( 1, A) = x I E + x + < 1 # 

于是, 若T I B( E , �E ) , 则

  + T + = sup + Tx + + x + < 1 = sup + Tx + x I N ( 1, A)

( P A I ( 0, 1] )# 

所以, 当 t > + T + 时, 存在 s < t 使得对任何 A I ( 0, 1] 和任何 x I N ( 1, A) , 有 + Tx + <

s# 由( 9) 即得�f Tx ( s) = 1# 从而

  GT( t ) = sup
s < t

supAI ( 0, 1]
inf

x I N ( 1, A)
�f Tx ( s ) = 1;

当 t [ +T + 时, 则对任何 s < t 及A I ( 0, 1] , 存在 x I N ( 1, A) 使得 + Tx + > s, 即�f Tx ( s )

= 0# 从而 GT( t ) = 0# 因此 GT( t ) = H( t - +T + )# 由此可知, sup
t> 0

GT ( t ) = 1# 所以T I

B ( E, �E ) # 

另一方面, 若 T I B ( E , �E ) , 则由定理2知sup
t> 0

GT( t ) = 1# 所以存在 t 0 > 0和 A I ( 0, 1]

使得对一切 x I N ( 1, A) 都有�f Tx ( t 0 ) > 0# 由此可见, 当 + x + < 1时, 有 + Tx + < t 0# 这

表明 + T + [ t 0 , 即知T I B( E , �E ) # 

这便证明了, �B ( E, �E ) = B( E , �E ) , 且不难看出( B ( E , �E ) , G, min) 恰为算子空间( B( E ,

�E ) , + # + ) 诱导出的Menger PN 空间# 
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O n P r o b a b i l i s t i c N o r m o f a L i n e a r O p e r a t o r s

a n d S p a c e o f O p e r a t o r s

Fang Jinx uan

( Depar tm ent of Mathem atics , Nanjing Normal Univer sity , Nanjing 210097, P R China )

Abst ra ct : Since the PN space ( E , F ) which satisfies condition ( PN_5) is just a Menger PN_space

( E , F, min) , the re sults with regard to probabilistic norms of linear operator s on PN_spaces obtained

by Xiao Jianzhong have big ger limitations. In this paper , problems respecting pr obabilistic norms of

linear operator s and spaces of operator s ar e studied on more gener al Menger PN spaces. The results

presented improve and generalize the corresponding r esults by Xiao.

Key w ords: probabilistic normed space; probabilistic norm o f a linear oper ator ; space of oper ato rs
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