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一个非线性电力系统的混沌振荡
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摘要:  分析了一个非线性三参数电力系统振荡的异宿分枝,给出Melnikov 函数的留数计算法, 并

获得电力系统发生混沌振荡的锥性参数区域和带形参数区域, 为大偏差状态下保障电力系统稳定

运行提供了理论依据和计算方法# 
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引   言

电力系统振荡是关系电力系统安全稳定运行的重要因素# 除了正常运行的周期振荡外,

电力系统有时还会发生混沌振荡现象
[ 1]
,其表现为非周期的、似乎无规则的、突发性或阵发性

的机电振荡,在振荡严重的情况下会导致互联系统的解列# 例如文献[ 2]记载了 1966年美国

西北、西南二大电力系统互联后不久发生一分钟发作 6次的/运行人员从未见过的0振荡现象,

其结果导致二系统解列# 在我国的一些互联系统上也有时观测到这种随机性的振荡现象 [1]
,

尽管这种现象的发生未必都使稳定性破坏,但总是对系统的安全构成威胁# 因此,从工程实践

到理论分析,人们对电力系统的复杂振荡现象进行着不懈的探索,力图找到控制振荡形式和规

模的有效方法和设计比 PSS和 LOEC控制器更优越的电力系统控制器,使/ 病态振荡0在现场

运行甚至在工程设计中得已避免# 

同许多实际振动模型
[ 3]
一样,电力系统也是非线性的, 其机理十分复杂# 长期以来, 人们

用线性方法去研究电力系统并形成了一套易于掌握的综合校正与设计方法# 然而这些方法只

适用于小扰动小偏差系统,而不能代替分析远离平衡态的大偏差系统的非线性本质,因而上述

/病态振荡0问题长期得不到解决# 传统的方法已不适应提高电力系统大干扰稳定性的要求# 

近几十年来,非线性科学的长足发展为研究动力系统分枝与混沌提供了方法
[ 4,5]

# 人们对

电力系统的非线性振荡问题已做了许多工作
[6] ~ [ 10]

,例如是[ 9]用Hopf分枝理论研究了平衡态

失稳时电力系统产生的周期振荡, [ 10]对[ 1]提到的非线性模型分析了混沌振荡出现的可能性

# 然而,对电力系统混沌振荡的产生机理和参数条件还有待于进一步给出一个定量化的描述

1094

 应用数学和力学,第 20 卷 第 10 期( 1999 年 10月)

  Applied Mathematics and Mechanics           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  1997_07_02; 修订日期:  1999_02_10

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 19571081) ; 四川省青年科技基金资助项目( 94_002)

作者简介:  张伟年( 1963~ ) ,男, 曾获中国科学院硕士、北京大学博士学位, 教授, 曾获第四届/ 中国青

年科技奖0 ,从事微分方程和动力系统研究.



# 

本文致力于研究[ 1]提到的非线性电力系统振荡模型# 我们讨论如图 1所示的简单互联

系统,其中: 1 ) 系统 1的等值发电机、2 ) 系统 2 的等值发电机、3 ) 系统 1的等值主变压器、

4 ) 系统 2的等值主变压器、5 ) 负荷、6 ) 断路器、7 ) 系统联络线# 

图 1 简单互联系统

记 D( t ) = D1 ( t ) - D2 ( t ) 为 t 时刻系统 1等值发电机与系统 2等值发电机电势之间的相

对角度# 它和其相对角速度 X( t ) 满足如下微分方程组
[ 1]

  

d
dtD( t ) = X( t ) ,

d
dt
X( t ) = -

1
H
P s sinD( t ) -

D
H
X( t ) +

1
H
Pm +

1
H
P e cosBt ,

( 1)

这里 H、D 为等值转动惯量和等值阻尼系数, Ps 为系统1送往系统2电磁功率的最大值, Pm为

等值发电机1的机械功率, P e为扰动功率幅值, B为扰动频率# 通常我们考虑互联系统的大功

率送电,这时 P m、D 和P e 相对而言可看作小参数# 

本文我们用 Melnikov方法分析三参数系统( 1)的异宿分枝, 通过 Melnikov函数计算过程展

示留数计算法的技巧,并获得电力系统发生混沌振荡的锥性参数区域或带形参数区域,为大偏

差状态下保障电力系统稳定运行提供了理论依据和计算方法# 

1  无扰系统定性分析
首先作变换

  S = t Ps / H , x ( S) = D( t ) , y ( S) = H / P s X( t ) , ( 2)

图 2  无扰系统 S 0 相图

方程( 1)化为

d
dS
x = y ,

d
dS
y = - sinx - Ky + Q+ Lcos( CS)# 

( 3)

其中简记 K = D / P sH , Q = Pm/ Ps , L =

P e/ Ps , C= B H / P s# 由于 K、L、Q和 D、P e、Pm

一样是小参数,我们不妨引入小参数 0 < E n 1使

K= Ea, L = Eb, Q= Ec , ( 4)

其中 a、b、c \ 0# 通常公式中我们仍习惯用 t 来取代S, 这样方程( 3) 化为

  SE:

d
dt
x = y ,

d
dt
y = - sinx - Eay + Ec + Ebcos( Ct )# 

当 E= 0时方程 S0是一个平面Hamilton系统, 其相图见图2,在( x , y ) _相平面上有平衡点
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( 2kP, 0) , ( ? P+ 2kP, 0) , 这里 k为整数# 由于具有对称性, 我们只需在一个周期内考虑- P[
x [ P和平衡点 A - : (- P, 0) , O : ( 0, 0) , A + : (P, 0)# 从线性部分的特征值可判定 A - 和 A+ 是

鞍点而 O 是中心# 系统 S0 的Hamilton能量为

  H ( x , y ) =
1
2
y
2
+ ( 1- cosx ) = h,   h I [ 0, + ] ) , ( 5)

当 h = 0时( 5) 是中心 O ,当0 < h < 2时是围绕中心 O的一族周期轨道, 而当 h = 2时( 5) 是

连接平衡点 A- 和 A + 的异宿轨道,其参数方程为

  x ? = ? 2arcsin( tht ) , y ? = ? 2secht# ( 6)

2  Melnikov函数的留数计算法

用Melnikov方法可判断扰动系统 SE, E X 0,异宿轨道的保持性 (Melnikov 函数有零点)以

及相交的横截性(Melnikov 函数有简单零点)
[ 4]# 

按[ 4]关于同(异)宿分枝的理论及 Melnikov方法,沿异宿轨道( 6)的Melnikov 函数可直接

表达成

  M ? ( t 0 ) = Q
+ ]

- ]
y ? ( t ) (- ay ? ( t ) + c + bcosC( t + t 0 ) ) dt# ( 7)

这需要计算积分:

  V = Q
+ ]

- ]
y
2
+ ( t ) dt , I = Q

+ ]

- ]
y+ ( t ) cosCtdt# ( 8)

这是实质性的工作和技巧性很强的工作,其计算方法在文献中少有具体体现# 
引理 211  V = 8, I = 2Psech( CP/ 2) # 
证明  从( 5)代入 h = 2得

  y + ( t ) = 2( 1 + cosx+ ( t ) ) # ( 9)

从而

  V = Q
+ ]

- ]
y
2
+ ( t ) dt = Q

+ ]

- ]
y+ ( t ) dx+ ( t ) =

Q
+ P

- P
2( 1 + cosx ) dx = 2Q

+ P

- P
cos

x
2
dx =

4sin
x
2

+ P

- P
= 8# ( 10)

对 I 用留数计算法
[ 11]

,事实上

  I = Q
+ ]

- ]
y + ( t ) cosCtdt = 2Q

+ ]

- ]
sechtcosCtdt = 4Q

+ ]

- ]

cosCt
e
t
+ e

- t dt# ( 11)

首先,定义辅助函数

  f ( z ) =
e
iCz

e
z
+ e

- z , ( 12)

其中 z 是复数# 再如图3在复平面上建立积分路径 CR , R > 0充分大, CR = C1 G C2 G C3 # 

显然f ( z ) 在积分路径 CR 所包围的区域内只有一个奇点z 0 = Pi/ 2# 由留数定理 [ 11]

  2Pi res( f , z 0 ) = QC
R

f ( z ) dz = Q
R

- R
f ( t ) dt + QC

1

f ( z ) dz +

QC
2

f ( z ) dz + QC
3

f ( z ) dz , ( 13)

其中
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图 3 积分路径 CR

QC
2

f ( z ) dz = Q
- R+ Pi

R+ Pi

e
iCz

e
z
+ e

- z dz =

- Q
R+ Pi

- R+ Pi

e
iCz

e
z
+ e

- z dz =

- Q
R

- R

e
iC( t+ Pi)

- e
t
- e

- t dt =

e
- CPQ

R

- R

e
iCt

e
t
+ e

- t dt =

e
- CPQ

R

- R
f ( t ) dt# ( 14)

由于在 C1 上的复数 z = R + iy , 0 [ y [ P,显然

  | e
z
+ e

- z
| = ( e

R
+ e

- R
)
2
cos

2
y + ( e

R
- e

- R
)
2
sin

2
y \ e

R
- e

- R
,

从而

  | f ( z ) | =
| e

iCz
|

| e
z

+ e
- z

|
[ | e

iCR
| | e

- Cy
|

e
R

- e
- R [ 1

e
R

- e
- R , ( 15)

因此

  QC
1

f ( z ) dz [ Q
R+ Pi

R

1

e
R
+ e

- R dz = P
e
R
+ e

- R y 0,   当 R y+ ] # ( 16)

同理可证明

  QC
3

f ( z ) dz y 0,   当 R y+ ] # ( 17)

此外, z0 = Pi/ 2是 f ( z ) 的一阶极点,用留数公式计算得到

  res( f , z 0 ) = lim
zy z

0

( z - z 0 ) f ( z ) = lim
z y z

0

( z - z 0 )
e
iCz

e
z
+ e

- z =

l im
zy z

0

( z - z 0 )
e
z ( 1+ iC)

e
2z
+ 1

= lim
v y0

v
e
( v+ iP/ 2) ( 1+ iC)

e
2v+ iP

+ 1
=

lim
v y 0

v

1 - e
2v e

( v+ iP/ 2) ( 1+ iC)
=

- lim
v y 0

v

2v + ( 2v )
2
/ 2! + o ( v

2
)
e
( v+ iP/ 2) ( 1+ iC)

=

-
1
2
e
( 1+ iC) iP/ 2

= -
i
2
e
- CP/2# ( 18)

由( 13)得到

  Pe
- CP/ 2

= ( 1+ e
- CP

)Q
+ ]

- ]
f ( t ) dt ,

从而

  Q
+ ]

- ]
f ( t ) dt =

Pe
- CP/ 2

1 + e
- CP = P

1
e
CP/ 2

+ e
- CP/ 2 =

P
2 sech

CP
2 # ( 19)

按 f ( z ) 定义并取实部可最后得到

  I = 4Q
+ ]

- ]
f ( t ) dt = 2Psech

CP
2

# ( 20)

引理证毕# t

注意到 y+ ( t ) 是偶函数,Q
+ ]

- ]
y+ ( t ) sinCtdt = 0,由( 7) 得到
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  M+ ( t 0 ) = - aQ
+ ]

- ]
y
2
+ ( t ) dt + cQ

+ ]

- ]
y + ( t ) dt + bQ

+ ]

- ]
y+ ( t ) cosC( t + t0 ) dt =

- aV+ cx + ( t )
+ ]
- ] + bcosCt0Q

+ ]

- ]
y+ ( t ) cosCtdt -

bsinCt0Q
+ ]

- ]
y+ ( t ) sinCtdt =

- aV+ 2Pc + bI cosCt 0 ,

再用上述引理得到关于异宿轨道 ( x+ ( t ) , y+ ( t ) ) : - ] < t < + ] 的Melnikov 函数

  M+ ( t 0 ) = - 8a + 2Pc + 2Pbsech
CP
2 cosCt 0# ( 21)

同理可得到关于异宿轨道 ( x- ( t ) , y - ( t ) ) : - ] < t < + ] 的Melnikov函数

  M- ( t 0 ) = - 8a - 2Pc - 2Pbsech
CP
2 cosCt 0# ( 22)

3  混沌参数分析

通过第2节的计算,我们能够获得如下结论:

定理 311  如果参数 a, b, c 满足条件

  4a - Pc
b

< Psech
CP
2 , ( 23)

则 E> 0充分小时扰动系统 SE是马蹄型混沌的# 

证明  由( 21)知 M+ ( t 0 ) 的零点 t0满足 cosCt 0 = ( 8a - 2Pc ) / 2Pb sech( CP/ 2) , 因而该式

右端的绝对值 [ 1是 M+ ( t 0 ) 有零点的充分必要条件# 进而, 为使 t 0是简单零点, M+ 的微

商 M
c
+ ( t 0 ) X 0# 这等价于 sinCt 0 X 0, 即 cosCt 0 X ? 1# 因此导出的不等式是严格的,从而给

出了( 23) # 

同理,由( 22)知 M- ( t0 ) 的零点 t0 满足 cosCt 0 = - ( 8a + 2Pc ) / 2Pbsech( CP/ 2) , 类似( 23)

我们可导出不等式

  4a + Pc
b

< Psech
CP
2

# ( 24)

然而,第 1节所提出的物理意义限制了 a、b、c非负,因此( 24) 条件比( 23) 强,不等式( 23) 才是

使Melnikov函数有简单零点的基本条件# 

Melnikov函数具有简单零点表明,系统的 Poincar�映射的异宿轨道具有横截相交性# 根据

Smale_Birkhoff定理
[ 4]
, 横截同(异)宿相交蕴含马蹄型混沌# 定理证毕# t

在 a、b、c 构成的三维参数空间上,我们对定理 311讨论如下# 

情形 A  固定 c而让a、b 变化# 为简便起见, 此时不妨讨论参数 ac和 b的关系, ac= 4a

- Pc# 易见混沌参数区域在二条直线

  ac= Psech
CP
2

b , ac = - Psech
CP
2

b

所夹成的锥里, 见图 4阴影区域,这是混沌理论中典型的锥形参数区域# 

情形 B  固定 b而让a、c变化# 显然 b X 0,否则从( 21)知Melnikov函数一定没有简单零

点# 此时混沌参数区域在二条直线

  4a - Pc = - Psech
CP
2

b, 4a - Pc = Psech
CP
2

b
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所夹成的带域里,见图 5阴影区域,称之为带形参数区域# 注意到 a、b、c 皆大于0# 

图 4  情形 A的锥形区域         图 5  情形 B的带形区域

4  结   论

根据上述定理我们对实际的电力系统振荡模型( 1)总结如下# 由第 1节的模型简化过程,

我们有如下参数关系

  D / PsH = Ea, Pm / P s = Ec , Pe / Ps = Eb , C= B H / P s , ( 25)

其中 a、b、c \ 0, 而 0 < E n 1是小参数# 从而定理给出的混沌条件( 23) 可等价地表示为

  
| 4 P s/ HD - PPm |

P e
< Psech B H / Ps

P
2 # ( 26)

这表明:

( � ) 仅仅只有阻尼而系统无周期性负荷扰动, 系统不会出现混沌# 这时扰动功率幅值

P e = 0,条件( 26) 也不成立# 从实验中可以看到, 这时系统处于能量不断耗散的过程# 

( � ) 在受到极大的周期性负荷扰动下,具体地说当扰动功率幅值 P e 超过一定范围时,系

统将出现混沌振荡# 这与现场实际运行的经验结果是吻合的# 由关系( 26) 可以计算出 Pe的

阈值为

  P
*
e =

| 4 Ps / HD - PPm |

Psech( B H / P sP/ 2)
, ( 27)

也就是说,当 P e > P
*
e 时电力系统( 1) 会混沌振荡# 

( � ) 在周期性负荷扰动下,当阻尼系数 D 接近数值( P/ 4) H / P sPm 时,系统将出现混沌

振荡# 这一结果指出,在小干扰的情形下电力系统仍可能发生混沌振荡# 同理从关系( 26)

中可求得 D 的阈值为

  D
*
- =

PPm - Psech( B H / P sP/ 2) P e

4 P s/ H
, ( 28)

  D
*
+ =

PPm + Psech( B H / P sP/ 2) P e

4 P s/ H
, ( 29)

也就是说,当 P e X 0且 D
*
- < D < D

*
+ 时电力系统( 1) 会混沌振荡# 

这样,我们就对电力系统( 1)产生混沌振荡的机理和参数条件给出一个定量化的描述# 尤

其是上述给出的阈值计算公式使我们能够准确地判断混沌振荡发生的可能性,进而也为我们
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建立非线性控制器设计方案以消除电力系统病态振荡奠定了理论基础# 
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Chaotic Ocillation of a Nonlinear

Power System

Zhang Weinian,
1  Zhang Weidong

2

( 11Depa rtm ent of Mathema tics , Sichuan Univer sity , Chengdu 610064, P R China ;

21 Chon gqin g Pow er College , Chon gqing 400053, P R Chin a )

Abstract: For a nonlinear power transmission system, the residue calculus method is introduced and

applied to study its heteroclinic bifurcation. There a cone region and a strip region of parameters are

obtained in which the power transmission system displays chaotic ocillation. This gives a theoretic

analysis and a computational method for the purpose to control the nonlinear system with deviation

stably running.

Key words: power transmission system; nonlinear; heteroclinic bifurcation; chaotic oscillation
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