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非线性热弹耦合椭圆板的混沌运动
�
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摘要: � 计及几何非线性大挠度效应和温度效应的影响, 导出了椭圆板周期激励作用下热弹耦合

的非线性动力方程,利用 Melnikov 函数法给出了系统发生混沌运动的临界条件, 结合 Poincar� 映

射、相平面轨迹和时程曲线进行数值分析, 并对系统通向混沌的道路进行了讨论,从中得到了一些

有益的结论��

关� 键� 词: � 热弹耦合; � 混沌; � Melnikov 函数法; � Poincar�映射

中图分类号: � O343�5� � � 文献标识码: � A

引 � �言

温度效应对板振动影响的问题长期以来在宇航、化学、核能和机械工程等领域一直受到人

们的广泛关注, 相应的理论分析在某些情形下需要考虑非线性效应的影响,这种非线性一般来

自三个方面, 1) 物理非线性; 2) 几何非线性; 3) 非线性边界条件��对此类非线性问题,以往的

分析方法,如摄动法、平均法、KBM法、多重尺度法等得到了十分广泛的应用��然而, 这些方法

只能用来研究当系统的各个参数为确定常数时的周期解��另一方面,近年来混沌动力学的不

断发展和完善极大地丰富了非线性科学的研究领域,为许多古老的研究课题注入了新的活力,

为力学学科的发展提供了新的动力��

在固体力学领域内, 人们对混沌问题的研究大都仅限于屈曲梁的受迫振动或模型分析,相

应的非线性模型大都可以归结为 Duffing方程, 而对板或壳体的混沌问题则极少涉及��

本文考虑几何非线性效应和温度效应的影响,建立了椭圆板周期激励作用下热弹耦合的

非线性动力方程,利用Melnikov函数法给出了系统发生混沌运动的临界条件, 结合 Poincar�映

射、相平面轨迹和时程曲线进行数值分析,并对系统通向混沌的道路进行了讨论,揭示出弹性

动力系统的极端复杂性��

1 �基 本方 程

考虑图1所示的周边固支弹性椭圆板,为简便起见, 我们仅考虑横向惯性而忽略板的转动

惯性和剪切效应,并假定材料性能是与温度无关的常数,因此可以建立计及几何非线性效应热

弹耦合板的动力方程:
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应引起的附加热弯矩, NT :温度效应引起的附加热薄膜力��
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相应的边界条件为:

� � W =
�W
�x =

�W
�y = 0�� (3)

椭圆板的边界由下述方程给定:

� � x
2

a
2 +

y
2

b
2 = 1, (4)

横向载荷:

� � q = Pcos �t , (5)

取以下量纲一的参数:

� � X = x / a , Y = y / b, �W = W/ h , �� = �/ �0,

� � � � �= �0 t = t [ D/ ( �ha4) ]
1
2 , �NT = NTa

2�* / h,
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4
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相应的量纲一化方程为:
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边界条件化为:
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设板中温度场呈抛物型分布:

� � T ( x , y ) = T 0 1- �
�x 2

a
2+

y
2

b
2 , (8)

其中 T 0, �为常数�� 设板的横向位移模式由下式给定 :

� � �W = Z ( �) ( X2 + Y
2
- 1) 2�� (9)

显然,由( 9)式给定的位移模式满足边界条件( 7) ,将( 8)、( 9)两式代入( 6)式第二式有:
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/ h, 由上式不难求得应力函数之特解为 :
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将( 11)式代入( 6)式第一式并利用 Galerkin原理:
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积分并整理有:

� � �Z + �Z- �Z3 = �[ g cos ���- ���Z ] , (13)

式中

� � �= 64
15
+ 8K̂ (1- �2) , � �= 1
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�� 为一正的小参量��

2 �混 沌运 动 分析

非线性动力系统( 13)对应的无扰动系统是:

� � Q = �Z, � �Q = - �Z+ �Z3, (15)

图� 2

其首次积分为:

� � H =
1
2 �Z

2
+

1
2 �Z

2
-

1
4 �Z

4�� (16)

由此不难判定, 它有三个不动点 O(0, 0) 是中心,

A -
�
� , 0

及 B �
� , 0

均为鞍点, 在相平面上其轨

迹如图2所示��

此时通过 A, B 两点的轨道为异宿轨道, 其方程可

由(17) 式确定 :

� � Z
*
( �) =

�
�
�
sh �

2
�

ch �
2
�
, (17)

定义Melnikov 函数为:
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注意到第一个积分表示异宿轨道围成的面积,�
+ �

- �
�Z* 2d� =

2�
3�

2�, 第二个积分可以变形

为 :

图 3� � = 20, � = 86, �� = � ,

�� = 1�2, g = 0�8, � = 1
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结合留数定理计算此积分值, 即得 Melnikov

函数为:

� � M ( t 0) = -
2���
3�

2�+
2���g
2�
�

cos ��t 0
sh[ ���/ 2�]

�� (20)

这个 Melnikov 函数如果有根, 则稳定流形和

不稳定流形相交, Poincare 映射有马蹄, 从而存在

着奇怪的不变集合, 对我们研究的耗散系统,就有

可能出现混沌, 由 M ( �) = 0我们有 :

� � 2��� ��
3����g sh

���
2�
� 1, (21)

因此发生混沌的临界条件可表为:

� � �P�� �
2� ��
���� sh

���
2�
, (22)

这就是非线性动力系统发生混沌的临界条件��

我们固定外激励频率 ��, 讨论阻尼 ��和外激
励幅值g 变化时, 非线性动力系统的响应, 采用

Melnikov函数法, 结合 Poincare 映射、相平面轨迹

和时程曲线不难判定图 3代表着非线性动力系统

的一个定常运动��图中各量单位均为国际单位��

特别值得指出的是, 在各组参数下,我们反复

搜索均未能找到混沌解, 这表明系统非常易于过早地发散而得不到混沌解,从能量观点来看,

就是耗散作用不足以阻止系统越过势能的高峰,这从图 2就可以清楚地看出,只要稍微偏离 A

或B 点,系统就将给出发散解��

3 �通 向混 沌 道路

此时无扰动系统有三个平衡态即 O(0, 0) , A -
�
� , 0

及 B �
� , 0

,其中 O为中心,而

A, B 为鞍点, 故在此种情形,该动力系统为单井势��

令H = -
�2k 2

�( 1+ k
2
)
,积分(16) 式即得周期轨道 :
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其周期为:

� � T ( k) = 4
1+ k

2

�
K( k )�� (24)

当 k 逐渐增大时,周期轨道的能量也逐渐增大,周期变长�� 上述各式中 sn、cn、dn为 Jacobi

椭圆函数,K( k ) 为第一类完全椭圆积分��

满足 T ( k) = 4
1+ k

2

�
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2�m
n�� ( m, n 为互质整数) 的次谐轨道的Melnikov函数为:
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其中:
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其中E( k ) 为第二类完全椭圆积分,K�( k ) = K( 1- k
2
)�� 当 n = 1时, M

m
n ( t 0) 有简单零点,

此时系统出现次谐轨道, 即要求 :

� � g
�� >

g
�� cr

= R21, (27)
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4
3
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2
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2
+ 1) E ] sh
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由上述分析不难看出, 当 m � �时, K � 1, R21将趋向于由(21) 式给定的发生混沌运动的

门槛值,即随着 g/ ��的增加,非线性动力系统(13) 经历了无限次奇阶次谐分叉进入马蹄变换

意义下的混沌��

上述理论和数值分析表明,非线性热弹耦合椭圆板在横向周期激励下存在着发生混沌运

动的可能,在发生混沌运动前,系统经历了无限次奇阶次谐分叉,因此,为估计受热板未来的振

动状态,必须研究其发生混沌运动的可能,使其避开发生混沌运动的区域, 否则对受热板动力

特性进行的数值计算或实验研究可能将是毫无意义的��
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Chaotic Motion of a Nonlinear Thermoelastic

Elliptic Plate

Han Qiang
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Abstract: In the paper the nonlinear dynamic equation of a harmonically forced elliptic plate is de-

rived, with the effects of large deflection of plate and thermoelasticity taken into account. The Me-l

nikov function method is used to give the critical condition for chaotic motion. A demonstrative exam-

ple is discussed through the Poincar� mapping, phase portrait and time history. Finally the path to

chaoticmotion is also discussed. Through the theoretical analysis and numerical computation some

beneficial conclusions are obtained.

Key words: thermoelasticity; chaos; Melnikov function; Poincar� mapping
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