
文章编号: 1000_0887(1999) 09_0913_06

小 Bond数条件下圆柱贮箱中液体
晃动的模部分析
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摘要: � 运用模部分析方法考察了小 Bond 数条件下圆柱贮箱中弯曲静液面对液体晃动模态的重

构作用�� 研究表明,圆柱贮箱中的液体作小幅晃动时,参与晃动的各阶基本模态的正交性若仅由

Bessel模部来给出,则弯曲静液面将使各阶模态加权耦合, 形成新的特征模态; 参与晃动的各阶基

本模态的正交性若由三角函数模部来给出, 则弯曲静液面将独立改变各阶模态的固有频率,各阶

模态之间不耦合�� 运用新的重构模态来研究圆柱贮箱中液体的横向受迫晃动,给出了其模态选择

特征��
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引 � �言

半径为 a 的圆柱贮箱中无粘、无旋、不可压缩流体的运动由下列方程描述:

图 1� 圆柱贮箱中

液体的晃动

� � � 2�= 0� � (在 V 内) , (1)

� � ���r
= 0� � (当 r = a) , (2)

� � ���z
= 0� � (当 z = - h ) , (3)

� � ���t
+ � �� � �=

��
�z
� � (当 z = �) , (4)

� � ���t
+
1
2

| � � |
2

+ g�= 0� � (当 z = �) , (5)

其中, �( r, �, z , t ) 为速度势函数, �( r , �, t ) 为液高函数, g为纵向加速度

或(微) 重力加速度�� 第(4)、(5) 式为自由液面运动学与动力学条件�� 为

了获得自由及受迫晃动解,通常令
[ 1]
:

� � �( r , �, z , t ) = �
N

n= 1

cosh[ kn ( z + h) ]

cosh knh
�n( r , �) �n ( t ) , (6)
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� � �( r, �, t ) = f ( r ) + �
N

n= 1

�n( r , �) qn( t ) , (7)

上二式中 �n( r , �) 称为内模态, �n( r , �) 称为表面模态�� 根据[ 2] 文,它们均由反映沿径向变

化规律的Bessel模部及反映沿环向变化规律的三角函数模部构成�� f ( r )为弯曲自由静液面函

数[ 2, 3]
,它取决于两个关键参数: Bond数 B 0及液体在贮箱壁上的接触角 �c��Bond数大于 100

时, 自由液面静弯曲一般可以忽略不计�� 这时用(6) , ( 7)式处理自由液面条件(4) , (5) 易得圆

柱贮箱中液体作无阻尼小幅自由晃动的动力学方程组 :

� � �
�

i + �2i �i = 0� � ( i = 1, 2, � , N ) , (8)

或

� � �qi + �2iqi = 0� � ( i = 1, 2, � , N )�� (9)

图 2� 不同 Bond数情况下圆柱箱中水的静液面形状

当Bond数较小且接触角 �c远小于或远大于90�时,自由静液面会发生明显弯曲[ 3]�� 我们

称这种情况为小 Bond数条件�� 图 2给出了 �c = 5�时不同Bond数情况下圆柱贮箱中水的静

液面形状�� 其中贮箱径向坐标及液高均已对贮箱半径作归一化处理��

本文运用[ 2]文所提出的模部及模部分析的概念深入考察小 Bond数条件下,弯曲静液面

对液体晃动模态的作用��

1 �弯曲静液面对自由晃动模态的重构

在考虑液面静弯曲的小幅晃动情况下,自由液面边界条件( 4)及( 5)式分别改写为:

� � ����t
+ f �( r )

��
�r

=
��
�z
� � (当 z = f ( r ) ) , (10)

� � 2�H�� - g��-
��
�t

= 0� � (当 z = f ( r ) ) , (11)

式中 ��为由f ( r ) 计起的波高函数, 2H�是自由液面平均曲率 2H 中关于��的一阶小量部分 :

� � 2H�=
1
r
�
�r

r��r
1 + f

2
r

+
1

r
2
�
��

���
1+ f

2
r

, (12)

上式中下标 r、�分别表示函数对它们的偏导��

取前述单个内模态及相应的表面模态代入( 10)及( 11)式, 发现不再得到象( 8)及( 9)那样

简单的方程式, 因此有理由推测弯曲静液面已对前述模态进行了重构��为推导简单起见,假定

液体小幅自由晃动只含有两种内模态 �M 及 �N ,相应的表面模态为 �M 及�N , 为与后面区别起
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见,称它们为基本模态�� 考虑到重构作用应有 :

� � �( r , �, z , t ) = �
n= M, N

Cn�n
ch kn( z + h )

chknh
cos ��t , (13)

式中 Cm 为待定系数��

由( 11)不难看出波高函数与速度势函数时间因子的相差为 90�,故应令波高函数为:

� � ��( r, �, t ) = �
n= M, N

Dn�n sin��t , (14)

式中 Dn 亦为待定系数��

将( 13)及( 14)式代入( 10)及( 11)式中,分别用 �M 及 �N 遍乘所得二式, 并在贮箱截面积 S

= �a
2上积分可得 :

� � ��nDn �� = �
m= M, N

��mnCm � � ( m, n = M , N ) , (15)

� � �
m= M, N

��mnCm �� = ��nDn + �
m= M, N

��mnDm � � ( m , n = M, N ) , (16)

式中,

� � ��n = ��S
�
2
ndS = S, (17)

� � ��mn =
1

chkmh��S
km�mshkm [ f ( r) + h] - f �( r )

��m
�r
chkm [ f ( r) + h] �ndS , (18)

� � ��mn =
1

chkmh��S
�mch[ f ( r ) + h] �ndS, (19)

� � ��n = g��n, (20)

� � ��mn = -
�
���S

1
r
�
�r

r
��m
�r

1 + f �2( r )

+
1

r
2
�
��

��m
��

1 + f �2( r )

�ndS , (21)

均为模态积分所得系数��当模态正交性由不同类型的模部正交性来给出时, 这些系数的取值

是不一样的,最终则体现为重构特征的不同��

1�模态正交性仅由径向模部给定的情况

根据内模态、表面模态的模部构成特征知,当模态正交性仅由径向模部给定时, 两种基本

模态的环向模部必然相同��这时( 17) ~ ( 21)式每个二重积分均可分离变量为单重积分, 并将

环向模部积分结果 �作为公因子提到径向 Bessel模部积分外��

由( 15)及( 16)式可得广义特征值问题:

� � ( ��2[ amn] - [ bmn ] ) 2�2 Cn 2�1 = 0, (22)

式中,

� � amn = ��mn , (23)

� � bmn = g��mn + �
i= M, N

��mi ��in
S
�� (24)

分别为不同的两个 2� 2方阵的元素��另外

� � Cn =
CM

CN

�� (25)

由( 22)可确定出固有频率 ��1、��2及相应的特征向量 Cn 1, Cn 2; 再从( 15) 式解出 Dn 1

及 Dn 2, 最终可得势函数 �( r , �, z , t ) 的本征函数为 �1及 �2,波高函数 �( r , �, t ) 的本征函

数为H 1及H 2�� 它们均由基本模态按不同的权重叠加而得,可称之为重构模态,重构模态仍然
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正交独立�� 显然, 不计表面张力及弯曲静液面时,重构模态 �1退化为 �M
chkM ( z + h)

chkMh
, H1退

化为 �M ,等等��

上述推导过程不难推广到多模态无阻尼自由晃动情形��因此我们可以得到以下一般性结

论:

圆柱贮箱中的液体作小幅晃动时,参与晃动的各阶基本模态的正交性若仅由 Bessel模部

来给出,则弯曲静液面将使各阶模态加权耦合,形成新的特征模态��

2�模态正交性由环向模部给定的情况

根据基本模态的模部构成特征来考察( 18)、( 19)及( 21)式不难看到, 在模态正交性由环向

模部给定的情况下应有:

� � ��mn = �mn��nm , (26)

� � ��mn = �mn ��nn, (27)

� � ��mn = �mn ��nn�� (28)

这时( 22)式中方阵 [ amn ] 及[ bmn] 均为对角阵, 故有 :

� � ��21 =
bMM

aMM
, (29)

� � ��22 =
bNN

aNN
, (30)

相应的特征向量为 1, 0 T及 0, 1 T�� 于是类似地可得到以下一般性结论 :

圆柱贮箱中液体作小幅晃动时,参与晃动的各阶基本模态的正交性若由三角函数模部来

给出,则弯曲静液面将独立改变各阶模态的固有频率, 各阶模态之间不耦合��

从物理本质上讲,导致静液面弯曲的表面张力增加了基本模态的模态刚度,因此弯曲静液

面总是使基本模态的固有频率升高��

2 �贮箱中液体的横向受迫晃动

虽然贮箱中液体晃动阻尼通常比较小,但自由晃动终究会被衰减掉��贮箱中液体的小幅

稳态晃动实际上是外激励对模态进行选择的结果��研究表明[ 3]
, 在小幅晃动情况下外激励不

能激发对称晃动模态,因此以偶数阶 Bessel函数为径向模部的模态均不被选择��那么是否所

有以奇数阶 Bessel函数为径向模部的反对称模态均被选择呢?

当圆柱贮箱中液体受到如图 3 所示横向简谐加速度激励时, 自由液面动力学边界条件

( 11)改写为[ 4] :

� � 2�H�
�

- g��- �� -
��
�t

= 0� (当 = f ( r ) ) , (31)

式中

� � �� = X 0sin �t � r cos �, (32)

是质量力在圆柱截平面 S内的投影力势函数,其径向及环向等势线如图4所示�� 其中,实线为

径向势部的等势线, 虚线为环向势部的等势线��

不考虑由模部正交性给出模态正交性的具体情况, 仍然可以统一假定参与晃动的重构模

态为 �1, �2, � , �N 及H 1, H 2, � , HN�� 于是可令强迫解为 :

� � �( r , �, z , t ) = �
N

n= 1

En�n( r , �, z ) cos �t , (33)
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� � �( r, �, t ) = �
N

n = 1

FnHn ( r , �) sin�t , (34)

图 3� 圆柱贮箱中液体� � � � 图 4� 横向激励力势函数在圆柱

的横向受迫晃动 贮箱截平面内的等势线

将它们代入( 10)及( 31)式, 并考虑到重构模态自然满足自由晃动时的液面边界条件可得:

� � Em �m = Fm �, (35)

� � �
N

n= 1
( En �- Fn �) �n = X 0r cos��� (36)

对 r cos�关于 �m作广义 Fourier 展开,其广义 Fourier系数为 :

� � Gm =
���V

�m � r cos�� dV

���V
| �m |

2dV
� � ( m = 1, 2, � , N ) , (37)

其中

� � �m = �
N

i= 1

C
( m )
i �i

chki ( z + h )

chkih
, (38)

C
(m )
i 为特征向量 Cn i 第m 个元素�� 将 r cos�的展开式代入(36) ,联立(35) 式容易解出 Em ,

Fm ��

根据基本模态 �i 的模部构成特征知, 只有模部为 cos�的基本模态才对系数Gm有贡献��

换言之, 外激励势场 ��只与环向模部为 cos�的基本模态耦合(这时径向模部必为一阶Bessel

函数) , 或者说液体受迫晃运模态选择性的实质是只选择那些相应模部与外激励势场分布不

正交的模态�� 因此, 圆柱贮箱中液体的受迫晃动将不选择以 J 3, J5, � 等为模部的反对称模

态�� 显然, 模态选择性本质上应该是对内模态而言的��
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Modal Part Analysis of Slosh of the Liquid in a Cylindrical

Container in the Case of Small Bond Number

Gou Xingyu1, �Wang Benli2, �Ma Xingrui3, �Huang Huaide4, � Li Tieshou1

( 1�Beijing Institute of Con tr ol Engin eer in g , Beijing 100080, P R Chin a ;

2�Harbin Inst itute of Techn ology , Ha rbin 150001, P R China ;

3�Chin ese Academ y of Space Techn ology , Beijing 100081, P R China ;

4�Chinese Academy of Laun ch _Vehicle Technology , Beijin g 100076, P R China )

Abstract: Reconstruction of liquid free slosh modes by curved quiet free surface was investigated in

the case of small bond number by means of modal part analysis method in this paper. It is shown that

the curved liquid quiet free surface would couple the modes to form new eigen_modes while the or-

thogonality of the modes which participate the liquid slosh are given only by their Bessel modal parts

and it would change their eigen_frequencies respectively while the orthogonality are given by their tr-i

angle function model parts. By studying the laterally forced slosh of the liquid in a cylindrical contain-

er based on the new eigen_modes, a characteristic of modes_choosing was found.

Key words: slosh; Bond number; modal part; modal part analysis
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