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摘要 :  给出了保证满足复合材料层合板层间位移和应力连续条件的各种形式混合能量原理的泛

涵,并通过算例证明了泛函的可靠性# 
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前   言

目前,在层合板的理论研究和实际计算中,人们所关注的一个重要问题之一,是层间界面

的位移和应力的连续条件# 本文从这一关注出发,给出了保证满足复合材料层合板层间位移

和应力连续条件的各种形式混合能量原理的泛函,并运用其中之一, 通过有限元数值计算证实

了泛函的可靠性# 

1  混合应力应变关系

设层合板的各层分别由均匀材料所组成、应力应变关系记为

  Ri = Qij Ej  ( i , j = 1, 2, ,, 6) , (1)

或

  Ei = qij Ej  ( i , j = 1, 2, ,, 6) , (2)

式中

  
R1 = R11,  R2 = R22,  R3 = R33,  R4 = R23,  R5 = R13,  R6 = R12,

E1 = E11,  E2 = E22,  E3 = E33,  E4 = 2E23,  E5 = 2E13,  E6 = 2E12,
(3a, b)

RKL, EKL( K, L= 1, 2, 3) 是应力和应变张量在直角笛卡儿坐标系( XK) 下的分量# 

将( 3)的左边的次序重排,记为

  

2 = [ Rp , ,, Rq ; Rr, ,, Rt ]
T
=

2K

EJ

E = [ Ep , ,, Eq ; Er , ,, Et ]
T
=

2K

EJ

(4)
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其中 2K = [ Rp , ,, Rq ]
T
, 2J = [ Rr , ,, Rt ]

T分别含K , J 个分量, EK = [ Ep , ,, Eq ]
T
, EJ = [ Er ,

,, Et ]
T分别含 K , J 个分量,且 K + J = 6,

如果我们写

  2 = RE,  E = r 2, (5)

则

  R =

Qpp ,QpqQpr ,Qp t

,, ,, ,,, ,

Qqp ,QqqQqr ,Qqt

Qrp ,QrqQrr ,Qr t

,, ,, ,,, ,

Qtp ,QtqQtr ,Qtt

, r =

qpp ,qpqqp r ,qp t

,, ,, ,, ,

qqp ,qqqqqr ,qq t

qrp ,qrqqrr ,qrt

,, ,, ,, ,

qtp ,qtqqtr ,qtt

, (6)

是6 @ 6矩阵, Rr = I( I 是单位矩阵) # 

如果将( 5)写成

  

2K

2J
=

R 11 R 12

R 21 R 22

EK

EJ
,

EK

EJ
=

r 11 r12

r 21 r22

2K

2J
,

(7)

则

  
2K

2J
=

R
- 1
11 R

- 1
11 R12

R 21R
- 1
11 R 21R

- 1
11 R12- R 22

2K

- EJ

=

r 11- r 12r
- 1
22 r 21 - r 12r

- 1
22

- r
- 1
22 r21 - r

- 1
22

2K

- EJ

, (8)

  
2K

- EJ
=

R11- R12R
- 1
22 R21 R12R

- 1
22

R
- 1
22 R21 - R

- 1
22

EK

2J
=

r
- 1
11 - r

- 1
11 r 12

- r21r
- 1
11 r 21r

- 1
11 r 12- r 22

EK

2J
# (9)

对于( 8) , ( 9)我们进一步用分量形式分别记成

  si = C ij rj (10)

  ri = H ij sj (11)

其中 Cij = Cji ,H ij = Hji 和

  
( s1, s2, s 3, s 4, s5, s6) = ( Ep , ,, Eq ; Rr, ,, Rt ) ,

( r1, r2, r 3, r 4, r 5, r 6) = ( Rp , ,, Rq ; - Er , ,, Et ) ,
(12)

我们定义混合能量密度

  W
c

KJ =
1
2
C ijrir j ,  WKJ =

1
2
H ijsisj , (13)

根据( 10) , ( 11) , ( 13) ,我们得

  W
c

KJ , r
i
= si ,  WKJ , s

i
= ri (14)

其中 W
c

KJ , r
i
和WKJ , s

i
表示W

c

KJ和WKJ分别关于r i和 si的偏导数,由此, 我们找到两类应力应变关
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系# 

  
W
c

KJ , R
A
= EA   ( A= p , ,, q ) ,

W
c

KJ , E
B
= - RB   ( B= r , ,, t ) ,

(15)

  
WKJ ,E

A
= RA   ( A= p , ,, q ) ,

WKJ , R
B
= - EB   ( B= r, ,, t )# 

(16)

对任意变分 DRA( A= p , ,, q) ,DEB( B= r , ,, t )

可以得到

  DW
c

KJ = E
A= p , ,, q

EADRA- E
B= r , ,, t

RBDEB (17)

对任意变分 DEA( A= p , ,, q ) , DRB( B= r , ,, t )

可以得到

  DWKJ = E
A= p , ,, q

RADEA- E
B= r , ,, t

EBDRB (18)

当应力应变关系被满足时,我们有

  W
c

KJ = WKJ (19)

如果 A= 1, 2, 3, 6; B= 4, 5则正交各向异性和横观各向同性材料矩阵[ C ij ] , [ qij ] 分别是

  

S11 S12 S13 0 0 0

S21 S22 S23 0 0 0

S31 S32 S33 0 0 0

0 0 0 S66 0 0

0 0 0 0 - 1/ S44 0

0 0 0 0 0 - 1/ S 55

和

  

1/ E11 - M21/ E 22 - M21/ E22 0 0 0

- M21/ E22 1/ E11 - M23/ E22 0 0 0

- M21/ E22 - M23/ E 22 1/ E 22 0 0 0

0 0 0 1/ L12 0 0

0 0 0 0 - 1/ L23 0

0 0 0 0 0 - 1/ L12

这里 Sij 是弹性柔度系数, E11, ,, L12 是工程弹性常数
[ 1] # 

2  关于层合板的混合能量原理

设

  #( uK, Ri , Er , ,, Et ) =

      E
N

m= 1- MQV
m

[- W
c( m)

KJ - E
B= r , ,, t

E
( m)

BR
( m)

B+ E
( m)

i ( u) R
( m)

i -

        u
( m)

Kf
( m)

K] dV -
1
2 E

m QS
m

[ u
( m)

dK- u
( m+ 1)

uK] [ p
( m)

dK- p
( m+ 1)

uK] ds -

987关于层合板层间的连续条件



      QS
R

�pKuKds -QS
u

( uK- �uK) pKd s, (20)

  0( uK, Ri , Ep , ,, Eq) =

      E
N

m= 1- MQV
m

E
A= p, ,, q

R
( m)

AE
( m)

A- w
( m)

KL + u
( m)

K[ ( F
( m)

KK, R
( m)

K, L) , L] +

      f
( m)

K] d V - 1
2 E

m
QS

m

[ p
( m)

dK+ p
( m+ 1)

uK] [ u
( m)

dK+ u
( m+ 1)

] uK] d s -

      QS
u

�uKpKds - QS
R

( pK- �pK) uKds, (21)

其中 uK和f K分别是位移和体力分量,

  pK= FKKcRKcLnL, FKK= DKK+ uK, K, (22)

nL是层合板表面向外单位法向量; W
c( m)

KJ , E
( m)

B 等是第m 层在直角笛卡儿坐标系 XK ( Xs 轴向

下) 中所占区域Vm上W
c

KJ和EB等的取值; S 1- M和SN 分别是层合板的上下表面, Sm是Vm和Vm+ 1

的分界面, Sum 是Vm的上表面, Sdm是Vm的下表面,即 Sm = Sdm = Su( m+ 1) ; u
( m)

dK, u
( m+ 1)

uK等的定

义域是 Sdm = Su( m+ 1) ,层合板共有M+ N 层, 中面( Xs = 0) 以上有 M层; �uK, �pK,等表示已知量

  EKKc( u) =
1
2
( uK, Kc + uKc, K+ uL, KuL, Kc) , (23)

其中(  ) , K表示(  ) 关于 XK的偏导数# 
有时,为了简化记号,我们略去上标 ( m ) ,例如:式(1) , (8) 等即是# 

为了方便, 我们引进如下记号:

  T
( m)

J = ( u
( m)

K, R
( m)

i , E
( m)

r , ,, E
( m)

t ) I L
( m)

, 当且仅当 u
( m)

K I C
1
(�Vm) ,

  R
( m)

i I C
1
(�Vm) , E

( m)

r , ,, E
( m)

q I C(�Vm) , U
( m)

K = ( u
( m)

K, R
( m)

i ,

  E
( m)

p , ,, E
( m)

q) I H
( m)

K 当且仅当 u
( m)

K I C
1
(�Vm) , R

( m)

i I C
1
(�Vm) ,

  E
( m)

, ,, E
( m)

q I C(�Vm) # 

当 T
( m)

J , T
( m)

J + DT
( m)

J I L
( m)

J 时,我们得

  D# = E
N

m= 1- M
QV

m

E
A= p, ,, q

[ EA( u ) - W
c

KJ , R
A
]DRA-

      E
B= r , ,, t

[ ( W
c

KJ , EB+ RB)DEB+ ( EB- EB( u) )DRB] -

      [ ( FKK, RK, L) , L+ f K]DuK dV +
1
2 E

m
QS

m

[ p
( m)

dK+ p
( m+ 1)

uK] @

      D[ u
( m)

dK+ u
( m+ 1)

uK] - [ u
( m)

dK- u
( m+ 1)

uK] D[ p
( m)

dK- p
( m+ 1)

uK] dS +

      QS
R

( pK- �pK) DuKdS - QS
u

( uK- �uK)DpKdS (24)

当 U
( m)

K , U
( m)

K + DK
( m)

K I H
( m)

K 时, 我们得

  D0 = E
N

m= 1- M
QV

m

E
A= p , ,, q

( RA- WKJ , EA)DEA-
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      E
B= r , ,, t

[ ( WKJ , RB+ EB( u)DRB+ E
A= p, ,, q

[ EA-

      EA( u) ]DRA+ [ ( FKK, RK, L) , L+ f K] DuK dV - 1
2 E

m
QS

m

[ p
( m)

dK+

      p
( m+ 1)

uK] D[ u
( m)

dK+ u
( m+ 1)

uK] + [ u
( m+ 1)

uK- u
( m)

dK] D[ p
( m)

dK- p
( m+ 1)

uK] dS -

      QS
R

( pK- �pK) DuKdS + QS
u

( uK- �uK)DpKdS , (25)

由( 24)得

  D# = 0, (26)

当且仅当

1) W
c

KJ , RA = EA( u)  ( A= p , ,, q ) (在 Vm内) , (27)

  W
c

KJ , EB= - RB  ( B= r , ,, t ) (在 Vm 内) , (28)

  EB = EB( u)  ( B= r , ,, t ) (在 Vm 内) (29)

  ( FKK, RK, L) , + f K= 0  (在 Vm 内)# (30)

2) p
( m)

dK= - p
( m+ 1)

uK, u
( m)

uK= u
( m+ 1)

uK  (在 Sm上)# (31)

3) uK= �uK (在 Su 上) , (32)

4) pK= �pK (在 SR上) , (33)

其中( 27)是部分应力应变关系和应变位移关系的混合方程, ( 28) , ( 29)是其余的应力应变关系

和应变位移关系; ( 30)是关于 Vm 的平衡方程# 

类似地,由( 25)可得

  D0 = 0 (34)

当且仅当( 30) ~ ( 33)被满足,并且

1) WKJ , RB = - EB( u)  ( B= r, ,, t ) (在 Vm 内) , (27)c

  WKJ , EA= RA  ( A= p , ,, q ) (在 Vm 内) , (28)c

  EA = EA( u )  ( A= p , ,, q ) (在 Vm内)# (29)c

注意到( 22) , n
( m)

dK= - n
( m+ 1)

uK,从(31a) ,我们得

  [ DKK, + u
( m)

K, Kc ] R
( m)

Kc3 =

      [ DK, Kc+ u
( m+ 1)

K, Kc] R
( m+ 1)

Kc3(在 Sm上) , (35)

由此,对于小变形, ( 35)成为

  R
( m)

Kc3 = R
( m+ 1)

Kc3   (在 Sm 上)# (36)

应力和位移的连续条件( 31)在层合板的理论和应用中是很重要的[ 2~ 5]# 

注意到 [ C ij ] [ H ij ] = I , Rr = I ; (7) 分别等价于(8)和(9) ,易见,在(5) , (7) ~ (11) , (14) ~

(16) 中只要有一个被满足,则其余的全满足, 进而推出

  0 + # = 0# (37)

3  算   例

本文对铺层为 [ 0b/ 90b/ 0b] ( b/ a = 3) 和[ 0b/ 90b/ 90b/ 0b] ( b/ a = 1, b和, a分别为板面的长
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和宽)、四边简支矩形层合板(各层厚度均相等) 在上表面载荷 �p 3 = p 0sin(Px 1/ a) sin(Px 2/ b )

作用下,利用变分式D#( uK, Ri , E4, E5) = 0, 通过4 @ 4的网格的有限元法进行了数值计算,并求

得了板的中点处的挠度, (利用了对称性只取板的四分之一进行了计算)# 并将 a/ h = 100, ( h

为板的厚度) 的计算结果与已见到的结果比较如下 :

� ) [ 0b/ 90b/ 0b] ( b/ a = 3)

本文: W = 01513,文[ 6] : W = 01505
其中 W = 100E2h

3
/ ( p 0a

4
) W0, W0为中点处的挠度# 

� ) [ 0b/ 90b/ 90b/ 0b] ( b / a = 1)

本文: W = 11025,文[ 6] : W = 11003 ,

其中 W = 100Eh3
/ ( p 0a

4
) W0, W0 为中点处的挠度# 

  E = (P4/ 12) 4G12+ [ E1+ (1+ 2M) E2] / (1 - M12M21)

在计算中,每层材料的弹性常数为

  E1/ E 2 = 25,  G12/ E2 = 015,  M12 = 0125(从而求得 M21 = 0101)
数值结果表明, 本文提供的泛函是可靠的# 
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Continual Conditions Between Layers for Laminated Plates
Zhang Shenxue

( Depar tm ent of Ma them atics , Jilin Un iver sity , Chan gchun 130023, P R Chin a )

Abstract: In this paper, various forms of functional on blending energy principles of composite lam-i

nated plates are given, which guarantee satisfied continual conditions of displacements and stress be-

tween layers, and then the reliability of the functional are proved by the computing example.

Key words: laminated plates; continual conditions between layers; blending energy; functional
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