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一类非线性动力系统混沌运动的研究
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摘要:  讨论了含二次和三次非线性项的受迫振动系统 &T - K1T + K2 T 2+ K3T 3 = E( gcosXt -

EcÛT ) 的混沌运动,利用 Melnikov函数法给出了发生混沌的临界条件,结合相平面轨迹、时程曲线和

Poincar�映射判定系统是否发生混沌# 
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引   言

近几年来, 非线性动力系统的混沌运动越来越受到了人们的广泛关注[ 1~ 3] ,人们已将混

沌运动视为非线性振动理论研究对象的自然延伸# 在物理、力学和许多其它领域的非线性振

动问题中,有许多非线性振动的控制方程可用 Duffing 方程表示, 因此,人们对 Duff ing 方程进

行了广泛而深入的研究, 对 Duff ing 方程的混沌运动有了越来越深入的了解和认识
[ 4]# 本文

则讨论了含二次和三次非线性项的受迫振动系统 &T - K1T + K2T
2

+ K3T
3

= E( gcosXt -

EcÛT ) 的混沌运动, Duffing 方程可以视为这一非线性动力方程的特殊情形,同时,它代表着许

多非线性振动的控制方程[ 5]# 本文利用 Melnikov 函数法给出了这一非线性动力方程发生混

沌的临界条件, 结合相平面轨迹、时程曲线和 Poincar�映射判定系统是否发生混沌, 对此类非

线性动力系统的混沌运动做了一些有益的探讨# 

1  混沌发生的临界条件

考虑方程:

  &T - K1T + K2T
2
+ K3T

3
= E( gcosXt - EcÛT )   ( K1, K2, K3 > 0) , (1)

式中 E为一小量# 方程(1) 和 Duff ing 方程比较类似, 只是其中有一个二次非线性项,它对应

的动力系统为:

  
y = ÛT ,

Ûy = K1T - K2T
2
- K3T

3
+ E( gcosXt - EcÛT )# 

(2)

这个动力系统对应的无扰动系统是:

  &T - K1T + K2T
2
+ K3T

3
= 0, (3)

它有一个首次积分, 即:
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K2T

3
+

1
4
K3T

4
= H , (4)

对于不同的 H 值,它代表相平面上不同的曲线, H 值由振动的初始条件确定# 由无扰动系统

确定的动力系统又可写为 :

  
y = ÛT ,

Ûy = K1T - K2T
2
- K3T

3# 
(5)

令 y = Ûy = 0,可求出无扰动系统的三个不动点分别为 :

  O (0, 0) , A
- K2 - K22+ 4K1 K3

2K3
, 0 , B

- K2+ K22 + 4K1K3
2K3

, 0 ,

其中 O (0, 0) 为双曲型不动点,另外二个分别位于坐标原点的两侧, 是稳定的不动点# 

取:  N1 =
- K2 - K22+ 4K1 K3

2K3
< 0, N2 =

- K2 + K22+ 4K1 K3
2K3

> 0, (6)

由此可见,无扰动系统存在三个不动点的条件是:

  
H \-

1
2
K1N

2
1+

1
3
K2N

3
1 +

1
4
K3N

4
1,

H \-
1
2
K1N

2
2+

1
3
K2N

3
2 +

1
4
K3N

4
2# 

(7)

现在来求无扰动动力系统的同宿运动,为此取 H = 0,由(4) 式 :

  ÛT *
= ? K1T

* 2
-

2
3
K2T

* 3
-

1
2
K3T

* 4
(8)

即    Q dT
*

T
* K1-

2
3
K2T

*
-

1
2
K3T

* 2

= ? t + C1, (9)

其中 C 1为常量# 积分即得同宿轨道为 :

  -
1

K1
ln

K1- (2/ 3) K2T
*

- (1/ 2) K3T
* 2

+ K1
T

* -
K2

3 K1
= C1 ? t (10)

或    
K1- (2/ 3) K2T

*
- (1/ 2) K3T

* 2
+ K1

T
* -

K2

3 K1
= C2e

? K
1

t# (11)

图 1 相平面轨迹

图 1是无扰动系统相平面的轨迹# 

当 H < 0时, 得绕 A、B 二点的两闭轨道,代

表在稳定平衡位置附近的振动; 当 H 增大时, 振

动的周期增大# 当 H > 0时, 代表另一类型的周

期性振动# 定义 Melnikov函数为:

M ( S) = Q
+ ]

- ]
ÛT * #W[ T

*
, ÛT *

,

X( t + S) ] dt , ( 12)

其中 W= W( T , ÛT , Xt ) = g cosXt - EcÛT , (13)

故  M ( S) = - EcQ
+ ]

- ]
ÛT * 2dt + gQ

+ ]

- ]
ÛT * cosX( t + S)dt# (14)

其中第一个积分表示同宿轨道围成的面积, 显然同宿轨道关于 T 轴对称# 在(4) 式中取H =

ÛT = 0,可得 C、D 二点坐标(如图 1所示) # 
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a =

-
2
3
K2-

4
9
K22+ 2K1 K3

K3
< 0,

b =
-

2
3
K2 +

4
9
K22 + 2K1K3

K3
> 0,

(15)

因此   Q
+ ]

- ]
ÛT * 2dt = Q

b

a
ÛT * dÛT *

= - Q
0

a
T

* K1 -
2
3
K2T

*
-

1
2
K3T

* 2dT
*

+

Q
b

0
T

* K1 -
2
3
K2T

*
-

1
2
K3T

* 2dT
* # (16)

经过繁琐的积分运算,有:

  Q
+ ]

- ]
ÛT * 2

dt =
4
3K3

K3/ 2
1 +

K22 K1
3K3

+ K2#
2K22+ 9K1K3

9K3 2K3
arcsin

2K2

2K
2
2+ 9K1 K3

# (17)

注意到由式( 11)给出的同宿轨道又可表为:

  T
*

=
2C2 K1e

? K
1

t

C2e
? K

1
t
+

K2

3 K1

2

+
1
2
K3

, (18)

其中 C 2为常数,由初始条件确定# 例如,初始条件为: ÛT *
(0) = 0, T

*
( 0) = b > 0,则由式

(11) 不难确定 :

  C2 =
K1
b

-
K2

3 K1
> 0# (19)

现在来考虑式( 14)中的第二个积分:

  Q
+ ]

- ]
ÛT * cosX( t + S)d t = Q

+ ]

- ]
cosX( t + S) dT

*
= 2C 2 K1�X @

Q
+ ]

- ]

e
K
1

t
sinX( t + S)

C2e
K
1

t
+

K2

3 K1

2

+
1
2
K3

dt# (20)

考虑回路积分:

  lim
R y+ ] RDA BCD

e K
1

z sinX( z + S)

C 2e
K
1
z

+
K2

3 K1

2

+
K3
2

dz # 

先求极点,由

  C2e
K
1

z
= -

K2

3 K1
? i

K3
2

, (21)

取 z = N+ iG,可得 :

  

e K
1
Ncos K1 G= -

K2

3C2 K1
,

e
K
1
N
sin K1 G= -

1
C 2

K3
2 ,

 

e K
1
Ncos K1 G= -

K2

3C2 K1
,

e
K
1
N
sin K1G=

1
C2

K3
2 ,

(22)

故此被积函数有两个极点 z 1 = N+ iG1 和 z 2 = N+ iG2,其中 :
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N=
1

K1
ln 1

3C 2

2K22+ 9K1 K3
2K1

,

G1 =
1

K1
P+ arctan 3

K2
K1K3
2

,

G2 =
1

K1
P- arctan 3

K2
K1K3
2

# 

(23)

在二极点 z 1、z 2处留数为 :

resf ( z 1) = lim
z y z

1

( z - z 1) e
K
1

z sin X( z + S)

C2e
K
1
z

+
K2

3 K1

2

+
1
2
K3

=
sin X( N+ S) chXG1+ i cosX( N+ S) shXG1

- iC2 2K1K3
,

resf ( z 2) = lim
z y z

2

( z - z 2) e
K
1

z
sin X( z + S)

C2e
K
1
z

+
K2

3 K1

2

+
1
2
K3

=
sin X( N+ S) chXG2+ i cosX( N+ S) shXG2

iC 2 2K1K3
# 

( 24)

因此,由留数定理:

  lim
R y+ ] RDA BCD

e K
1

z sinX( z + S)

C 2e
K
1
z

+
K2

3 K1

2

+
1
2
K3

d z =

     2P#
sinX( N+ S) ( chXG2- ch XG1) + i cosX( N+ S) ( shXG2- shXG1)

C 2 2K1K3
# (25)

图 2 积分路径

积分路径如图 2所示# 

由此不难确定:

  
f ( z ) =

e K
1

z sinX( z + S)

C 2e
K
1

z
+

K2

3 K1

2

+
1
2 K3

  

lim
R y+ ]QA B

f ( z )dz = lim
R y + ]QCD

f ( z )dz = 0,

lim
R y+ ]QDA

f ( z )d z = Q
+ ]

- ]

e K
1

tsin X( t + S)

C 2e
K
1

t
+

K2

3 K1

2

+
1
2 K3

dt ,

lim
R y+ ]QBC

f ( z )dz = - ch
2PX
K1Q

+ ]

- ]

e K
1

tsinX( t + S)

C2e
K
1

t
+

K2

3 K1

2

+
1
2
K3

dt -

i sh
2PX
K1Q

+ ]

- ]

e K
1

tcosX( t + S)

C2e
K
1

t
+

K2

3 K1

2

+
1
2
K3

dt# 

(26)

将式( 26)代入( 25)中并分开实部和虚部有:
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  Q
+ ]

- ]

e K
1

tsin X( t + S)

C 2e
K
1

t
+

K2

3 K1

2

+
1
2 K3

dt = 2P#
sin X( N+ S) ( ch XG2 - chXG1)

C2 2K1 K3 1 - ch
2PX
K1

# (27)

代入( 14)式中, Melnikov函数如下表示:

  M ( S) = -
4Ec
3K3

K
3/ 2
1 +

K
2
2 K1
3K3

+ K2#
2K

2
2+ 9K1K3

9K3 2K3
arcsin

2K2

2K22+ 9K1K3
+

4PgXsinX( N+ S) ( ch XG1- chXG2)

2K3 ch
2PX
K1

- 1
# (28)

这个 Melnikov 函数如果有根,则稳定流形和不稳定流形相交, Poincar�映射有马蹄, 从而

存在着奇怪的不变集合, 对我们研究的耗散系统, 就有可能出现混沌# M ( S) = 0得 :

  sinX( N+ S) =

C ch
2PX
K1

- 1

6 2f X K3( chXG1- ch XG2)
@

K3/ 2
1 +

K22 K1
3K3

+ K2#
2K22+ 9K1K3

9K3 2K3
arcsin

2K2

2K
2
2+ 9K1 K3

# (29)

为使方程( 29)有根, 必须: sinX( E+ S) [ 1,故此,发生混沌的临界条件是 :

  f
C

\

ch
2PX

K1
- 1

6 2X K3 ( ch XG1 - chXG2)
@

K
3/ 2
1 +

K22 K1
3K3

+ K2#
2K22+ 9K1 K3

9K3 2K3
arcsin

2K2

2K22 + 9K1K3
= R ( X)# (30)

2  数值分析和讨论

通过混沌的理论分析,我们可以得出以下一些主要结论:

图 3 发生混沌的临界条件

1) 对于一定的外频率 X,激励力 f 和阻尼系数C

之比要超过一定的阈值才可能发生混沌, 这个阈值

曲线如图3所示# 对已知系统的三个参量 C、f 和X,

f / C如果落在 R ( X) 之下,系统中不会出现混沌# 

2) 在式( 30)得以满足的条件下,也只是可能出

现混沌,因为既便奇怪吸引子存在, 也可能有其它平

庸吸引子与之共存# 

3) 本文得到的 Melnikov 函数及其发生混沌的

临界条件, 是针对形如 &T - K1T + K2T
2
+ K3T

3
=

E( g cosXt - EcÛT ) 的 非线性动力系统的, 而且由此不

难看出, Duf fing 方程及其混沌运动的有关结论是本

文的一个特例, 即本文讨论的非线性动力方程当 K2

= 0时就退化为 Duff ing 方程# 

4) 形如 &T + K1T + K2T
2
+ K3T

3
= E( gcosXt - EcÛT ) 的非线性动力系统代表着一类实际
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结构受迫振动的非线性控制方程, 如 K1 < 0, K2、K3 > 0时对应着轴压弹性圆柱壳后屈曲受迫

振动的非线性控制方程; K1、K2、K3 > 0时对应着轴压弹性圆柱壳前屈曲受迫振动或弹性拱的

非线性控制方程; K2 = 0时退化为Duff ing 方程时的情形; K1 > 0、K2 < 0、K3 = 0时是一种新

的非线性动力系统, 它有一个中心型奇点和一个双曲型鞍点,同样也可能发生混沌# 因此,对

此类非线性动力系统混沌问题的深入研究,有助于我们更好地把握许多基本结构单元混沌问

题的主要特征# 

图 4 K1 = 3, K2 = 10, K3 = 1,           图 5 K1 = 3, K2 = 10, K3 = 1,

X = 3, g = 100, Ec = 1 X = 3, g = 530, Ec = 1

图4和图 5中曲线计算了 3 000个点,初始条件为 T (0) = ÛT (0) = 0101# 图4代表一个

定常运动;图5中的时程曲线毫无规律, 相平面轨迹恰似一倾斜倒置的 8, Poincar�映射很象一

麻花, 结合这组参数已落在了 Melnikov 函数给定的混沌区, 因此,我们可以判定图 5代表着混

沌运动# 

由上述分析不难看出,含二次和三次非线性项的受迫振动系统 &T - K1T + K2T
2
+ K3T

3
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= E( g cosXt - EcÛT ) 代表着许多非线性振动的控制方程, 对此类非线性动力系统的进一步研

究,无疑有助于我们更好地理解其混沌运动的本质特征# 
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The Study on the Chaotic Motion of

a Nonlinear Dynamic System

Han Qiang1,  Zhang Shanyuan2,  Yang Guitong2

( 11Depa r tm en t of Mechanics , College of T r af fi c and Comm un icat ions ,

South China Uni ver sit y of Techn ology , Guan gzhou 510641, P R China ;

21 Taiyuan Univ er sity of Technology , Taiyuan 030024, P R China )

Abstract: In this paper the system of the forced vibration &T - K1T + K2T 2+ K3T 3 = E( g cosXt -

EcÛT ) is discussed, which contains square and cubic items. The critical condition that the system en-

ters chaotic states is given by the Melnikov method. By Poincar�map, phase portrait and time_dis-

placement history diagram, whether the chaos occurs is determined.

Key words: chaos; Melnikov method; Poincar�map; phase portrait; time_displacement diagram
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