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主转动角与主转动轴的显式表示
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摘要 :  本文利用 Cayley_Hamilton 定理,给出了两种直接获得转动张量显式表示的方法# 一种为只

含变形梯度较低次幂的表达形式,利用此表示,获得了主转动角的计算公式和主转动轴的显式表

示# 而另一种则是不含复杂系数且含变量个数较少的高效获得转动张量的方法# 进一步,给出了

主转动角和主转动轴的一些性质# 
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引   言

在连续体变形分析中, 转动与应变和客观性导数一样, 是非线性力学场论的基本课题之

一# 在理论上, 转动对应变的度量和定义客观应力率等都有着重要的作用# 另外,以转动作为

基本变量之一的大变形理论, 变形体的局部与整体转动等也都是有着重要实用意义的问题# 

通常,变形梯度可以表示为两种代数分解# 一种是乘积形式的极分解,即

  F = RU = VR, (1)

其中二阶张量 F为变形梯度,正交张量 R为转动张量, 对称正定张量 U和V分别为右、左伸长

张量# 与之相关的右、左 Cauchy_Green应变张量 C和B为C = U
2
= F

T
F, B = V

2
= FF

T
,

而另一种分解则是将其表示为对称与反对称之和的形式

  F = I + E + W= S + W, (2)

其中 I 为单位张量, W为反对称张量, E 和S 为对称张量# 这种加法分解通常用于线性理论

近似分析中,其中 E作为小应变的度量, W为小转动的度量# 

对于转动张量 R, 熊祝华、郑泉水在[1] 中曾给出多种几何意义及在有限变形中的重要

性,并建议将其命名为主转动张量,可以用主转动角 H与反对称张量P 表示为标准形式

  R = I + sinHP + (1 - cosH) P2
, (3)

其中反对称张量 P的轴向量p 称为R的主转动轴,且有 trP2
= - 2, 主转动角可以唯一表示为

  cosH=
1
2
(t rR - 1)# (4)

对于应变、转动和应变率等, 通常可以利用 Hill的主轴法[ 2]获得其表示, 但是这种方法

确需要事先确定伸长张量的特征根和特征向量, 这就给进一步的理论分析与数值计算带来不
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便# 因此寻求不变性表示将具有许多优越性# 

在不变性表示方面, Ting
[ 3]

,Hoger
[ 4]

, Sawyers
[ 5]
和熊祝华、郑泉水

[ 6]
等给出了用 C来表示 U

的显式表达, 而转动张量通常都是通过计算 U
- 1的途径获得# 但这样就给主转动角的计算带

来不便# 

本文利用 Cayley_Hamilton定理给出了转动张量 R的两种显式表示, 其中一种为只包含变

形梯度 F的较低次幂及U和F的主不变量,由此获得了只含变形梯度 F和伸张张量不变量的

主转动角计算公式和 P 的显式表达# 而另一种则是不含复杂系数且只含较少变量个数的高

效获得转动张量的方法# 进一步给出了主转动角和主转动轴的一些性质# 

1  伸张张量与转动张量的确定

设 Ñ T, ÒT 和 ÓT分别为任意张量T 的主不变量, 则不难由定义验证

  $T = Ñ T ÒT - ÓT = det ( Ñ TI - T) , (5)

其中 det(  )表示求行列式# 利用 Cayley_Hamilton定理有

  U
3
- Ñ U U

2
+ ÒU U- Ó UI = 0, (6)

将其用 C替换,则有[3]

  U = $- 1
U Ñ UÓ UI + ( Ñ2

U - ÒU) C- C
2
, (7)

  U
- 1

= Ó- 1
U $

- 1
U [ Ñ UÒ2

U- Ó U( Ñ2
U+ Ò U) ] I -

[ ÓU + Ñ U( Ñ2
U - 2Ò U) ] C + Ñ UC

2
,

而 Ñ U, ÒU和 Ó U满足

  Ñ2
U = Ñ C+ 2Ò U, Ò2

U = ÒC+ 2Ñ UÓU, Ó2
U = ÓC ,

关于 Ñ U和 ÒU的计算可参见[4~ 6] # 

关于转动张量 R当然可以通过计算 U
- 1而得到,但这样将含有 F的较高次幂和复杂的系

数, 使得主转动角与主转动轴的计算变得很困难# 因此本节给出一种只含有 F较低次幂的表

示# 

再利用关于 F 的 Cayley_Hamilton推导式

  F
3
- Ñ FF

2
+ ÒFF - ÓFI = 0, (8)

因此 F
- 1可表示为

  ÓFF
- 1

= F
2
- Ñ FF + ÒFI# (9)

由变形梯度的极分解知

  CF
- 1

= F
T
, R

T
= UF

- 1
, (10)

将( 10)中 U用( 7) 代替, 再由(9) 我们则可获得转动张量的显式表示

  R = $
- 1
U Ñ UÒFI + ( Ñ 2

U- Ò U) F - Ñ UÑ FF
T
+ Ñ U( F

T
)

2
- FC # ( 11)

2  主转动角与主转动轴的计算

211  主转动角的计算
为了计算主转动角, 由式( 4)知, 我们只需计算 trR就可以了# 另一方面, 由(11) 可得到

  trR = $- 1
U Ñ UÒF + Ñ F Ñ2

U- Ñ FÒ U- trFC , (12)

这样我们必须计算 trFC# 下面首先给出一些恒等式,由于 trFWF = 2trSW2
, 若用式( 2) 替换

左面的 W则有 trFC = t rF
3
- 4trSW

2# 进一步由定义不难验证 trF
2
= Ñ2

F- 2ÒF ,由式(8) 可
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得 t rF3
= Ñ3

F - 3$F# 同样我们可得到 trS3
= Ñ 3

F - 3$S# 若将 F
3用(2) 展开并求迹,可以

得到 trF
3
= trS

3
+ 3trSW

2# 因此

  trSW2
= $S - $F , (13)

综合上面各式, 则有

  trFC = Ñ3
F + $F - 4$S# (14)

将( 14)代入( 12)得出

  trR = $
- 1
U ( Ñ UÒF + Ñ F Ñ2

U- Ñ FÒ U- Ñ3
F - $F + 4$S )# (15)

为方便起见,设

  S0 =
1
4
( Ñ U - Ñ F ) I + S, S1 =

1
2
( Ñ U + Ñ F ) I - S, (16)

则( 15)可化为

  trR = 4$S0/$U- 1# (17)

因此,由( 4)和( 17) , 主转动角可表示为

  cos
2 H

2 =
$S0

$U
= $

- 1
U det( S 1) =

( Ñ2
U- Ñ2

S + ÒS ) ( Ñ U + Ñ S ) - 8ÓS

8( Ñ UÒ U- Ó U)
# (18)

由此说明主转动角完全可由 F和 U的主不变量获得# 

212  主转动轴的计算

由 R的标准表示形式知

  P =
1

2sinH
( R - R

T
)# (19)

将( 11)代入( 19)得

  P =
1

$UsinH
[ ( Ñ2

U- Ò U+ Ñ UÑF ) W- Ñ U( WS + SW) +

W
3
+ SWS- WS

2
- S

2
W]# (20)

由Rivlin恒等式[ 7]知

  WS
2
+ S

2
W= - SWS + Ñ F ( WS + SW) - ÒSW, (21)

那么( 20)就可化为

  P =
1

$UsinH
[ 2SWS - ( Ñ F + Ñ U) ( WS + SW) +

1
2
( ÑF + Ñ U)

2
W]# (22)

由( 16) ,式( 22)还可写为

  P =
2

$UsinH
[ ( Ñ2

S0- ÒS0) W- S
2
0 W- WS

2
0] (23)

或

  P = $- 1
S0cot

H
2
[ ( Ñ2

S0- ÒS0) W- S
2
0W- WS

2
0]# (23)c

利用 Rivlin恒等式还可得出

  ( Ñ 2
S0- ÒS0) W- S

2
0 W- WS

2
0 = S1 WS1, (24)

因此式( 23)可写为

  P = ($S0$U- $2
S0)

- 1/ 2
S1WS 1# (25)

213  转动张量的另一表示
由( 3)知转动张量 R 可表示为

  R = I + sinHP +
1

1+ cosH
( sinHP)

2# (26)
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若令 M = S1WS 1, 则由(23) 知

  sinHP = 2$- 1
UM# (27)

由( 28)知 1 + cosH= 2$S0/ $U,那么(26) 则可化为

  R = I + 2$- 1
U (M+ $- 1

S0M
2
)# (28)

显然通过( 28)式来获得转动张量 R要比通过计算 U
- 1 而获得的工作量小得多, 因此公式(28)

是一种高效的直接计算转动张量方法# 

214  实   例

下面通过[ 6]中的实例来验证上面的结果# 设

  [ F ] =

2 1 1

1 3 0

0 2 1

, [ S] =

2 1 015
1 3 1

015 1 1

, [ W] =

0 0 015  
0 0 - 1  

- 015 1 0  

# 

根据[ 6]中的结果

  Ñ U = 61837, ÒU = 12187, Ó U = 7,

则由公式( 18)知

  $U = 80199, $S0 = 70115, cos2 H
2

= 01866# 

此结果与通过[ 6]中转动张量所得的主转动角结果完全一样# 

由( 25)可得

  [ P] =

0 - 01187 3 01644 0

01187 3 0 - 01742 5

- 01644 0 01742 5 0

# 

由公式( 28)得

  [ R ] =

01879 5 01000 5 01476 0

01255 7 01842 9 - 01473 5

- 01401 4 01538 1 01741 2

,

  [ U] = [ R
T
F ] =

21014 7 01843 8 01478 1

01843 9 31605 4 01538 6

01478 5 01538 3 11217 2

# 

3  关于主转动角与主转动轴的一些性质
通过上面结果, 可以建立下述方程

方程 1  S0P + PS0 = cot
H
2
W# (29)

将( 25)式代入方程左侧得

  S0P + PS 0 = - $
- 1
S0cot

H
2 [ S

3
0W+ S

2
0 WS0+ S0 WS

2
0+

WS
3
0+ ( ÒS0- Ñ2

S0) ( S0 W+ WS0) ]# (30)

根据( 8)和( 22)知

  S
3
0 = Ñ S0S

2
0- ÒS0S 0+ ÓS0 I,

  S
2
0 W+ WS

2
0+ S0 WS0 = Ñ S0( S0 W+ WS0) - ÒS0 W,

因此

  S
3
0 W+ S

2
0 WS0+ S0 WS

2
0+ WS

3
0 = ( Ñ 2

S0- ÒS0) ( S 0W+ WS0) -

( Ñ S0 ÒS0- ÓS0) W# (31)
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将式( 31)代入( 30)可得式( 29)# 

方程 2  WP
2
+ P

2
W = PWP- W# (32)

由于 P
3
= - P, 利用式(29) 知

  cot
H
2
( WP

2
+ P

2
W) = S0P

3
+ PS0P

2
+ P

2
S0P + P

3
S0 =

      P ( S0P+ PS0) P - ( S0P+ PS0)# 

再次利用式( 29)可得式( 32)# 

方程 3  PWP =
1
2
( Ñ F - Ñ U) cot

H
2
P# (33)

由( 1)知

  U = R
T
F = F

T
R, V = FR

T
= RF

T# 

将( 3)和( 4)代入上方程,再由其对称性得

  sinH( SP + PS) = 2W+ (1- cosH) ( WP
2
+ P

2
W)# 

另外由( 29)与( 16)知

  SP+ PS +
1
2
( Ñ U+ Ñ F ) P = cot H

2
W# 

结合式( 32)和上述方程可得出式( 33) # 

方程 4  tr( FP) = ( Ñ F - Ñ U)
sinH

1- cosH
# (34)

不难验证 tr( FP ) = tr( WP) , 若将式(33) 乘 P 则有

  PWP
2
=

1
2
( Ñ F - Ñ U) cot

H
2
P

2# 

通过求迹可得

  tr( PWP
2
) = - tr( WP) =

1
2 ( ÑF - Ñ U) cot

H
2 trP

2# 

再由( 5) ,则可得到式( 34) # 

方程 5  tr( FP
2
) = ( Ñ F - Ñ U)

cosH
1- cosH# (35)

不难验证 tr( FP
2
) = tr( SP

2
) ,若将式(29) 乘 P得

  S0P
2
+ PS0P = cot H

2
WP = SP

2
+ PSP-

1
2
( ÑF - Ñ U) P

2 ,

将其求迹并由( 34)可得( 35)的结果# 

方程 6  tr( FR) = ( Ñ F - Ñ U) (1 + cosH) + Ñ F# (36)

此式可直接由( 34)和( 35)验证得到# 

最后,我们给出上述方程的一个应用# 设 �H为关于单位向量 n 的 Cauchy 平均转角, 则

有[ 8]

  tan�H= tr( FN) / tr( FN2
) , (37)

其中 N 对应单位向量 n 的反对称量# 

若取 n = p 并将(34) 和(35) 代入(37) ,可得

  tan�H= tanH# 

因此可见,主转动角恰为关于主转动轴 p 的Cauchy平均转动角# 这和[ 8]中的结论是一致的# 

致谢  作者感谢郑泉水教授对本文提出的宝贵建议及提供的部分参考文献# 
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The Explicit Representation to the Principal Rotation

Angle and the Principal Rotation Axis

Dui Guansuo,  Zhuo Xiaobao
( Depa rtm ent of Applied Mechanics , Nanjin g Un iver sity of

Scien ce an d Technology , Nanjin g 210094, P R China )

Abstract: By using Cayley_Hamilton theorem, two kinds of explicit representation for the rotation

tensor are proposed. The one contains the lower powers of deformation gradient, by which the for-

mula of the principal rotation angle and the explicit representation of principal axis are obtained; the

other, a high efficient method to obtain the rotation tensor, does not contain the complicated coeff-i

cients and uses few variables. Some properties about the principal rotation angle and principal rota-

tions axis are obtained.

Key words: stretch tensor; principal rotation angle; principal rotation axis
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