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摘要:  讨论具有连续分布滞量的一阶中立型微分方程

  d
dt

x ( t) - E
m

i= 1

p i( t ) x ( t - Si ) +Q
b

a
f ( t ,F, x [ g ( t, F) ] ) dR(F) = 0, (1)

给出了非振动解当 t y ] 时收敛于零的充分条件和方程(1) 所有解振动的判据# 
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引   言

由于中立型方程的广泛应用, 使得人们对解的性质的研究越来越多[ 1, 2]# 对于一阶中立

型方程,文[ 3, 4]讨论了具有离散时滞的渐近和振动情况, 文[ 5]则讨论了具有连续分布滞量的

情况,本文进一步考虑更具一般形式的一阶方程

  d
dt x ( t ) - E

m

i= 1
pi ( t ) x ( t - Si ) +Q

b

a
f ( t , F, x [ g( t , F) ] )dR( F) = 0, (1)

给出方程( 1)非振动解当 t y ] 时趋于零的充分条件和一切解振动的判据# 注意到方程(1)

包含了如下形式的方程

  d
dt x ( t ) - E

m

i= 1
pi ( t ) x ( t - Si ) + E

n

j= 1
f j ( t , x [ gj ( t ) ] ) = 0# 

文[ 3, 4, 5]讨论的方程是上述方程的特殊形式,因而本文工作推广和改进了文[ 3~ 5]中已有的

部分结果# 

本文总假定 Si ( i = 1, 2, ,, m) 是正数; pi ( t ) I C( [ t 0, + ] ) , R
+
) ; g( t , F) I C ( [ t 0,

+ ] ) @ [ a, b ] , R
+
) ; g( t , F) 分别关于 t 和 F非减, 且 g ( t , F) [ t , F I [ a, b] ,

lim min
t y+ ]

g ( t , F) = + ] ; f ( t , F, x ) I C ( [ t 0, + ] ) @ [ a, b] @ R, R) ; R(F) I ( [ a, b] , R) 非

减;方程(1) 中的积分是 St ieltjes积分# 

定义 1  方程( 1)的解称为振动的,如果它有任意大的零点,否则,称它为非振动的# 

定义 2  方程( 1)称为振动的,如果它的每个解都是振动的# 

为叙述方便,假设文中关于函数值的不等式对一切充分大的 t 成立# 
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1  引   理

为得到我们的主要结论, 给出如下引理

引理 1
[ 5]  设 x ( t ) 是方程(1) 的有界解# 令

  y ( t ) = x ( t ) - E
m

i = 1
p i ( t ) x ( t - Si ) ,

若下列极限存在

  lim
t y ] E

m

i= 1
pi ( t ) = p , lim

t y ]
p i
0
( t ) = pi

0
, (2)

其中 i 0 I 1, 2, ,, m ,且 0 < p [ 1# 则

( Ñ) 当 p = 1时, lim
t y ]
y ( t ) = 0;

( Ò) 当 p < 1时, l im
t y+ ]

x ( t ) 存在# 

引理 2[ 6]  设下列条件(A1)、(A2)、(A3)成立,

( A1) 存在 U( t , F) I C ( [ t 0, + ] ) @ [ a , b] , R+ ) ,使得 U( U( t , F) , F) = g ( t , F) , U( t , F)

关于 t , F非减, 并且

  t \ U( t , F) \ g( t , F) , lim
t y+ ]

min U( t , F) = + ] ;

(A2) lim
t y+ ]Q

t

g( t , b )Q
b

a
Q( s , F)dR( F)ds >

1
e

  ( e 为某一正数) ;

(A3) lim
t y+ ]Q

t

U( t, b )Q
b

a
Q( s, F)dR(F) ds > 0 ;

则  ( Ñ) 一阶泛函微分不等式

  xc( t ) +Q
b

a
Q( t , F) x [ g ( t , F) ] dR(F) [ 0

没有最终为正的解;

( Ò) 一阶泛函微分不等式

  xc( t ) +Q
b

a
Q( t , F) x [ g ( t , F) ] dR(F) \ 0

没有最终为负的解# 

2  主 要结 果

定理 1  设条件( 2)成立,并且 0 < p < 1,若存在函数 Q( t , F) I C( [ t0, + ] ) @ [ a, b] ,

R
+
) 和 F( x ) I C(R, R) ,使得

  f ( t , F, x ) sgn x \ Q( t , F) F ( x ) sgn x , (3)

  - F (- x ) \ F ( x ) \ Kx > 0   ( x > 0, K为某正数)# (4)

又若

  Q
+ ]

Q
b

a
Q( s, F)dR(F) ds = + ] , (5)

则方程( 1)的每个非振动解当 t y+ ] 时都收敛于零# 

证明  设方程( 1)存在非振动解 x ( t ) ,并且 x ( t ) > 0,令

  y ( t ) = x ( t ) - E
m

i = 1

p i ( t ) x ( t - Si ) ,
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则

  yc( t ) = -Q
b

a
f ( t , F, x [ g ( t , F) ] )dR(F) [ -Q

b

a
Q( t , F) F ( x [ g ( t , F) ] )dR(F) [

      - KQ
b

a
Q( t , F) x [ g( t , F) ] dR( F) [ 0# (6)

由( 6)知, y ( t ) 为最终单调递减的,因而有

  y ( t ) [ y [ g( t , F) ] = x [ g ( t , F) ] - E
m

i= 1
p i [ g( t , F) ] x [ g( t , F) - Si ] [

x [ g ( t , F) ] , (7)

于是对于充分大的 t , 我们有

  0 \ yc( t ) + KQ
b

a
Q( t , F) x [ g ( t , F) ] dR(F) \

yc( t ) + Ky ( t )Q
b

a
Q( t , F)dR(F)# (8)

由( 8)式,得

  d
dt

y ( t ) expQ
t

TQ
b

a
KQ( s, F)dR(F)ds [ 0   ( t \ T)# 

对于上式从 T 到 t积分, 得

  y ( t ) [ y ( T ) exp -Q
t

TQ
b

a
KQ( s , F)dR( F)d s # (9)

令 A = max y ( T ) , 0 ,我们有

  x ( t ) = y ( t ) + E
m

i = 1

p i ( t ) x ( t - Si ) [

      E
m

i= 1
p i ( t ) x ( t - Si ) + Aexp -Q

t

TQ
b

a
KQ( s, F)dR(F)ds # (10)

下面我们证明 x ( t ) 是方程(1) 的有界解# 

若不然,则存在点列 t n ,其中 tn I [ T , + ] ) ,并且 lim
ny+ ]

t n = + ] ;使得

  lim
ny+ ]

x ( tn ) = + ] , x ( tn ) = max
T [ t [ t

n

x ( t )# (11)

由( 10)可知,对于充分大的 n ,

  x ( tn) [ E
m

i= 1
p i ( tn ) x ( t n- Si ) + Aexp -Q

t
n

TQ
b

a
KQ( s , F)dR( F)ds [

      x ( tn ) E
m

i= 1

pi ( t n) + A exp -Q
t
n

TQ
b

a
KQ( s, F)dR(F)ds # (12)

由条件( 2)可知, 存在正整数 N ,当 n \N 时,

  E
m

i= 1
pi ( tn) < 1, (13)

从而

  x ( tn) [ A exp -Q
t
n

TQ
b

a
KQ( s, F)dR(F)d s 1- E

m

i= 1
p i ( t n) # (14)

由( 5)可得

  lim
ny+ ]

x ( tn ) [ lim
ny+ ]

Aexp -Q
t
n

TQ
b

a
KQ( s , F) dR( F)ds 1- E

m

i= 1

p i ( tn) =
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      A lim
ny+ ]

exp -Q
t
n

TQ
b

a
KQ( s, F)dR(F) ds (1- p ) = 0# (15)

由( 11)得矛盾,因此 x ( t ) 是有界的,并且 y ( t ) 也是有界的# 

由引理1可知, lim
t y+ ]

x ( t ) 存在, 令

  lim
t y+ ]

x ( t ) = M, (16)

由 x ( t ) 最终为正,可得 M \ 0# 

若 M > 0,对充分大的 t ,可得 x ( t ) > M/ 2,且

  0 \ yc( t ) + KQ
b

a
Q( t , F) x [ g ( t , F) ] dR(F) \

yc( t ) + 1
2
KMQ

b

a
Q( t , F) dR( F)# (17)

对于( 17)式,从 T 1到 t 积分,可得

  y ( t ) [ y ( T 1) -
1
2
KMQ

t

T
1
Q
b

a
Q( s, F)dR(F)ds # 

由( 5)知,上式与 y ( t ) 有界矛盾# 因此 lim
t y+ ]

x ( t ) = 0# 

若 x ( t ) < 0,令 z ( t ) = - x ( t ) , 此时方程(1) 为

  d
dt z ( t ) - E

m

i= 1
pi ( t ) z ( t - Si ) +Q

b

a
f
*
( t , F, z [ g ( t , F) ] )dR(F) = 0, (18)

其中

  f * ( t , F, z [ g( t , F) ] ) S - f ( t , F, - z [ g( t , F) ] ) # 

由( 3)和( 4) ,得

  f * ( t , F, z [ g( t , F) ] ) S - f ( t , F, - z [ g( t , F) ] ) \

      Q( t , F) - F (- z [ g( t , F) ] ) \ Q( t , F) F ( z [ g ( t , F) ] ) ,

因此,采用与证明方程( 1)当 x ( t ) > 0时的相同方法,即可证明 lim
t y+ ]

z ( t ) = 0,从而有 lim
t y+ ]

x ( t )

= 0# 

定理 2  设条件( 2)、( 3)、( 4)和( A1)、( A2)、( A3)成立,若 0 < p < 1, 则方程( 1)振动# 

证明  设 x ( t ) 是方程(1) 的一个非振动解,并且 x ( t ) > 0# 注意到由条件(2) 可知积分

  lim
t y+ ]Q

t

TQ
b

a
Q( s , F) dR( F)ds

发散,即条件( 5)成立,根据定理 1得 lim
t y+ ]

x ( t ) = 0# 

令

  y ( t ) = x ( t ) - E
m

i = 1

p i ( t ) x ( t - Si ) ,

则

  lim
t y+ ]

y ( t ) = 0# (19)

由条件( 3)、( 4)和( 6)式,我们有

  yc( t ) = -Q
b

a
f ( t , F, x [ g( t , F) ] )dR( F) [

- KQ
b

a
Q( t , F) x [ g( t , F) ] dR( F) < 0,

即 y ( t ) 为最终递减的,并且有 y ( t ) > 0# 
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进一步由

  y ( t ) < y [ g( t , F) ] = x [ g ( t , F) ] - E
m

i= 1

p i [ g( t , F) ] x [ g( t , F) - Si ] [

x [ g( t , F) ] ,

得

  yc( t ) + KQ
b

a
Q( t , F) y [ g( t , F) ] dR( F) [ 0# (20)

根据引理 2知( 20)没有最终为正的解,得矛盾# 

若 x ( t ) < 0,采用定理 1证明中同样的方法,亦可得出结论# 

定理 3  设条件( 2)、( 3)、( 4)和( 5)成立,若

  E
m

i= 1
pi ( t ) = 1, (21)

则方程( 1)振动# 

证明  设 x ( t ) 是方程(1) 的非振动解,并且, x ( t ) > 0,令

  y ( t ) = x ( t ) - E
m

i = 1
p i ( t ) x ( t - Si ) # 

类似于定理1的证明方法, 得

  yc( t ) [ - KQ
b

a
Q( t , F) x [ g ( t , F) ] dR(F) [ 0, (22)

即 y ( t ) 为最终递减的,且由(5) 知,当 t y+ ] 时, y ( t ) 不能最终趋于零# 

如果 y ( t ) 最终为负, 不妨设 y ( t ) < 0,则对于 t \ T, 有

  y ( t ) [ y ( T ) < 0# (23)

以下我们证明 x ( t ) 是有界的# 若不然,则有 lim
t y+ ]

x ( t ) = + ] ,即存在点列 t n ,其中 tn I [ T ,

+ ] ) ,并且 lim
n y+ ]

tn = + ] ,使得

  lim
ny+ ]

x ( tn ) = + ] , x ( tn ) = max
T [ t [ t

n

x ( t )# (24)

由( 21) ,得

  x ( tn) = y ( tn) + E
m

i= 1

pi ( t n) x ( tn - Si ) [ y ( T) + x ( tn ) E
m

i= 1

pi ( t n) =

y ( T) + x ( t n) , (25)

于是有 y ( T ) \ 0,与(23) 矛盾# 因此 x ( t ) 是有界的, y ( t ) 也是有界的# 再由引理 1, 可得

lim
t y+ ]

y ( t ) = 0,与(22)、(23) 矛盾# 

其次,如果 y ( t ) 最终为正,则对于 t \ T 1, 有

  y ( t ) > 0# (26)

由( 26) ,得

  x ( t ) > E
m

i= 1

p i ( t ) x ( t - Si )   t \ T 1# (27)

若 lim
t y+ ]

x ( t ) = 0,则存在点列 tn ,其中 t n I [ T 1, + ] ) ,并且 lim
ny+ ]

t n = + ] ,使得

  lim
ny+ ]

x ( tn ) = 0, x ( tn) = min
T
1

[ t [ t
n

x ( t )# (28)

由( 27)、( 28) ,得
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  x ( tn) > E
m

i= 1

p i ( tn ) x ( t n- Si ) \ x ( tn ) E
m

i= 1

pi ( tn) = x ( tn) , (29)

导致矛盾# 从而有 lim
t y+ ]

x ( t ) > 0, 即存在 T
*
> T 1及常数 A > 0,使得

  x ( t ) > A , x [ g( t , F) ] > A   t \ T
* # (30)

由( 22) ,得

  yc( t ) [ - KAQ
b

a
Q( t , F)dR( F)# (31)

对( 31)式从 T
* 到 t 积分得

  y ( t ) [ y ( T
*
) - KAQ

t

T
*Q

b

a
Q( s, F)dR(F)ds# (32)

令 t y+ ] ,注意到(5) ,有

  lim
t y+ ]

y ( t ) = - ] , (33)

与( 26)矛盾# 综上可知,方程( 1)的解 x ( t ) 是振动的# 

若 x ( t ) < 0,用类似于定理 1的证明方法亦可得到结论# 

例 1  d
dt

x ( t ) - E
3

i= 1

1
3i
- e- t x ( t - Si ) +Q

- 1

- 2
px ( t + F) ex

2
( t+ F)dF = 0, (34)

其中 Si > 0( i = 1, 2, 3) , p > 0 为正数 # 此时相当于方程 (1) 中, f ( t , F, x ) = px ( t +

F) e
x
2
( t+ F)

, g ( t , F) = t + F; 我们可选择 Q( t , F) = p , F ( x ) = xe
x
2

,则

( Ñ) 取 U( t , F) = t + F/ 2,且当 p > 1/ e 时,引理 2的条件 ( A)成立,由定理 2可知方程

( 34)的所有解振动# 

( Ò) 设方程( 34)存在非振动解,注意到

  Q
+ ]

Q
b

a
Q( s, F)dR(F) ds = Q

+ ]

Q
- 1

- 2
pdR(F) ds = + ] ,

由定理1知方程( 34)的非振动解当 t y+ ] 时趋于零# 

例 2  d
dt x ( t ) -

1
2 x ( t - S1) -

1
2 x ( t - S2) +

      Q
1

0

t + F
cosF

x
t
2
+ F ex

2
( t/ 2+ F) dF= 0   ( t \ 2) , (35)

其中 S1, S2 > 0# 此时相当于方程(1) 中, g ( t , F) = t / 2+ F, f ( t , F, x ) = t + F
cosF

xex
2

# 注意到

  t + F
cosF

xex
2

sgnx \ ( t + F) xex
2

sgnx   t \ 2, 0 [ F [ 1,

可选取

  Q( t , F) = t + F, F ( x ) = xex
2

# 

由定理3可知,方程( 35)的所有解振动# 
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Asymptotic and Oscillation for a Class of First Order

Neutral Differential Equation

Wang Peiguang

( Depar tment of Mathemat ics , Hebei Univ er sity , Baodin g , Hebei 071002, P R China )

Abstract: In this paper, the first order neutral differential equation with continuous distributed delay

  d
dt

x ( t) - E
m

i= 1

p i( t ) x ( t - Si ) +Q
b

a
f ( t, F, x [ g ( t, F) ] )dR(F) = 0 (1)

is concerned, and the asymptotic behavior of nonoscillatory solution and the oscillatory criteria are

given for Equation (1).

Key words: neutral differential equation; asymptotic; oscillation; continuous distributed delay
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