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摘要:  应用非完整系物理标架给出正交曲线坐标系下 Boussinesq 型、Kirchhoff 型、Signorini 型和

Novozhilov 型有限变形极性弹性介质动力学方程组的具体形式# 
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1  引言及符号说明

最近, 文献[ 1]采用 Dluzewski[ 2]提出的以欧拉角为角坐标的建议并引进若干有关变形几何

学和动力学的新定义,从而推导出与专著[ 3]中提出的五种有限变形弹性介质动力学方程相对

应的我们称之为 Cauchy 型、Boussinesq 型、Kirchhoff 型、Signorini 型和 Novzhilov 有限变形极性弹

性介质的动力学方程组# 

在专著[ 4]中曾对非完整系物理标架法详加论述,并应用该法系统地推导出正交曲线坐标

系下弹性力学和流体力学的全部基本方程的具体形式# 我们在文献[ 5]中已按非完整系物理

标法推导出Cauchy 型有限变形极性弹性介质的动力学方程组并用自编程序给出具体形式# 

到目前为止,极性连续统理论在应用方面大多仍局限于直角坐标系下的线性问题# 为了

能进一步扩大极性连续统理论的应用范围,首先应从基本方程组着手,特别是先要能推导出相

应理论结果的具体表达形式, 然后才谈得上去解决问题# 本文将分别对其余四种型式有限变

形极性弹性介质的动力学方程组进行必要的补充推导, 从而即可利用非完整系物理标架法得

到它们在正交曲线坐标系下的具体表达形式# 最近,本文第一作者已在文献[ 6]中对 Dluzewski

提出的角变形梯度加以重新定义, 从而可以得到 Cauchy型和Piola型及Kirchhoff 型三组应力张

量和偶应力张量能够相互协调# 因此, 文献[ 1]中的有关量也要作相应的修改# 

本文仍采用文献[ 4]和[ 6]的符号和记法# 

符  号  说  明:

Q0  质量密度

f  体力矢量

l  体力矩矢量

v  速度矢量
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k  角动量矢量

F = x k, K gEgk  变形梯度

D = UA, ( gAg (  角变形梯度

C = C0 + G  Cosserat 变形张量

# = # 0+ S  扭曲张量

G = F * # F  应变张量

S = D* # DN  角应变张量

I  单位张量

2  正交曲线坐标下极性弹性介质的动力学方程组

1  Boussinesq型动力学方程组

把 Boussinesq型动力学方程组( [ 1]中式( 315) ) 改写成下列非完整系物理标架下的形式:

  S# t + Q0f = Q0Ûv , (1)

  L# t + E: F # S* + Q0l = Q0Ûk , (2)

这里 S# t 和 L# t 是非完整系物理标架下 Piola型应力张量 S= SiI�gi�g I 和偶应力张量 L=

LAI �gA�g I 的全协变散度, �g i 和�gI 为 x的具 和 X 文将坐标系内非完整系物理标架的基矢量# 

戴天民和陈勉曾于 1986 年较为系统地研究过非完整系物理标架下两点张量场的各种不

变性微分算子等问题,这里将只用到两点张量场的散度表达形式# 

设 T = T iI( x , X) �g i�g I 为任意两点张量, 这里 T 可以为 S或 L,则它的全协变散度记为:

  T( x, X) # t = T iI : I ( x, X)�g i ,

  T iI : I ( x, X) = T iI , I + �#INITiN + (T iI , k + �#kliT lI) xk , I, (3)

当 T = T iI( X) �g i�gI 时, 则上式右侧第三项为零,这时便得到最近由文献[ 7] 给出的公式

(44c)# 于是我们可以把式(1) 和式(2) 写成下列形式:

  5ISiI + �#INISiN + (�#kli SlI )5 I x k + Q0 f i = Q0Ûv i , (4)

  5ILAI + �# INI LAN + ( �#BCALCI )5 I UB
      + �gAk�Ekij (5 Ix i ) SjI + Q0lA = Q0Ûk a, (5)

这里 x k和UB分别为曲线坐标和角坐标分量, �gAk = �gA#�gk为非完整物理标架下的转移张量,而

�# INI, �#kli 和 �#BCA则分别为 X , x

� � 4]

和 Ute 坐标系内的 Christoffel 符号# 

我们称式( 4)和式( 5)为非完整系物理标架下的 Boussinesq型动量方程和动量矩方程,它们

合称为 Boussinesq型动力学方程组# 对其它三种形式,也取类似的称呼# 

2  Kirchhoff型动力学方程组

把Kirchhoff 型动力学方程组( [ 1]中式( 319) ) 改写成下列非完整系物理标架下的形式:

  [ ( C0+ u )̈ # T] # ¨+ Q0f = Q0Ûv , (6)

  [ ( #0+ C )̈ # M] # ¨+ �E: ( I + u )̈ # T * # ( I + ¨u) + Q0l = Q0Ûk , (7)

式中 u和 C以及T = TKL�gK�gL 和M = M (L�g (�gL 分别为非完整系物理标架下的线位移矢量和角

位移矢量以及 Kirchhoff 型应力张量和偶应力张量# 

这里只需对 [ ( a )̈ # B] # ¨型式的表达形式进行下列补充推导,其中 a 为任意矢量,可

以是 u 和 C# B 为二阶张量,可以是 T 或M# 

  [ ( a )̈ # B] # ¨= [ ( aN �gN ) ( �gK5K ) # ( BIJ�gI�gJ ) ] # (�gM5M ) =

5M[ (5NaI + �#NLI ) BLM] + (5PaI + �#PLIaL) BIM�#MPN! ! %�gN# (8)

3  Signorini型动力学方程组

把Signorini型动力学方程组( [ 1]中式( 3113) )写成下列非完整系物理标架下的形式:

  G # ( T # )̈ + F
* # ( F t ) : T + Q0F

* # f = Q0F
* # Ûv, (9)
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  S # (M # )̈ + D
* # ( D t ) : M+ D

* # E: F # T
* # F

*
+

      Q0D
* # l = Q0D

* # Ûk, (10)

式中  F 和G及D和S 分别表示变形梯度和应变张量及由[ 6] 中定义的角变形梯度和角应变

张量# 

这里只需补充推导 A # ( B # )̈ 型式的表达形式,其中 A及B 均为二阶张量,可分别为 G

和 S 及T 和M,则 A # ( B # )̈ 的表达形式为

  A # ( B # )̈ = ( AIJ�gI �gJ) # [ ( BKL �gK �gL ) #�gM5M ] =

AIJ (5LBJL + BPL�#LPJ + BJL�#PLP )�g I , (11)

4  Novozhilov型动力学方程组

把Novozhilov型动力学方程组( [ 1]中式( 3115) )写成下列非完整系物理标架下的形式:

  ( T # )̈ + G
- 1

# ( G )̈ : T-
1
2 ( G̈) : Ts -到两

      [ ( t F
*
) # F ] a : Ta �+ Q0B = Q0Ûv , (12)

  (M # )̈ + S
- 1

# ( S )̈ : M-
1
2
( S̈ ) : Ms - [ ( t D

*
) # D ] a : Mai  � +

      D
- 1

# E: F # T
* # F

*
+ Q0L = Q0Ûk# (13)

这里只需对 A
- 1

#( A )̈ : B型式的表达形式进行下列推导,其中 A及B均为二阶张量,可分

别为 G 和S 及T 和M# 

  A
- 1

# ( A )̈ : B = (A
- 1

IJ�gI �gJ) # [ ( AKL�gK�gL )�gM5M] : ( BNQ�gN �gQ) =

A
- 1

IJ(5MAJL + APL�#MPJ + AJP�#MPL ) BLM �gI# (14)

3  结   语

11 应用专著[ 4]中的有关表达形式和本文所做的必要补充, 已可给出正交曲线坐标系下

的Boussinesq型、Kirchhoff 型、Signorini型、Novozhilov型的有限变形极性连续统的动力学方程组

的具体形式# 

21 本文连同文献[ 5]中给出的 Cauchy 型的结果一起已可推导出正交曲线坐标系下所有五

种型式的有限变形极性连续统的动力学方程组的全部具体形式, 这便为分析和计算这类问题

提供了可能性# 
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Dynamical Equations for Polar Continua in

Orthogonal Curvilinear Coordinates
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Abstract: In this paper the concrete forms of dynamical equations for finite deformable polar elastic

media of Boussinesq type, Kirchhoff type, Signorini type and Novozhilov type with help of the anholo-

nomic physical frame method are derived.

Key words: polar continua; dynamical equations; anholonomic physical frame
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