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摘要 :  研究广义 Birkhoff 自治系统的平衡稳定性问题# 首先建立了广义 Birkhoff 自治系统的平衡

方程,然后研究平衡状态稳定性的一次近似方法和直接法, 并应用 �ÑÁÅ¿À³ 定理得到了广义

Birkhoff 自治系统平衡稳定性的一些结果# 最后举例说明了这些结果的应用# 
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引   言

美国著名数学家 G. D. Birkhoff 于 1927年给出一类积分变分原理和一种动力学方程[ 1]# 

这个原理称为 Pfaff_Birkhoff 原理,其形式为
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美国物理学家 R.M. Santilli 于1978年建议将下述方程
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命名为 Birkhoff 方程[ 2] ,而将 B ( t , a) 命名为 Birkhoff函数, 称 RL( t , a) 为 Birkhoff 函数组# 用

Birkhoff 方程描述运动的力学系统,或描述状态的物理系统称为 Birkhoff 系统# 对于 Birkhoff 系

统的研究已成为数学物理学科,特别是分析动力学的一个近代发展方向[ 3]# 我国学者梅凤翔

教授于 1992年春季在北京理工大学主持了关于5Birkhoff 系统动力学6的讨论, 组织开展对于

Birkhoff 系统动力学的深入研究# 近几年来,梅凤翔等人在建立 Birkhoff 系统的 Noether理论、

Birkhoff 系统动力学逆问题、Birkhoff 系统的几何描述以及 Birkhoff 系统的平衡稳定性等诸多课

题中取得了一系列研究成果[ 4~ 10] , 并于 1996 年 5 月出版了学术专著5Birkhoff 系统动力

学6[ 11] ,全面系统地论述了 Birkhoff 系统动力学的基本理论框架和基本应用# 

文献[ 8]提出一类广义 Birkhoff 系统及其几何框架, 这类系统比文献 [ 2] 所指的通常的

Birkhoff 系统更广泛,也比文献[ 12]的广义 Hamilton系统更广泛# 文献[ 10]研究了广义 Birkhoff

系统的变换理论# 本文研究广义 Birkhoff 自治系统的平衡稳定性问题,因此,文献[ 7]关于通常
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Birkhoff 自治系统平衡稳定性的结果是本文的特殊情形# 

1  广义 Birkhoff自治系统的平衡状态

一般的 k 阶广义 Birkhoff 系统的运动方程[ 8]为
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当 k = 1时,方程(1) 成为通常的Birkhoff系统
[ 2]# 如果函数 RL, B 都不显含时间 t ,则方程(1)

为
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当系统( 2)处于平衡时,有

  a
L
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L
0 = const , ÛaL = 0   ( L= 1, 2, ,, 2kn) (3)

将式( 3)代入方程( 2) ,得到
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这就是系统的平衡方程# 如果2kn 个代数方程(4) 有解,则系统存在平衡状态# 方程(4) 有几

个解, 系统(2) 就有几个平衡状态# 若方程(4) 有孤立解, 则系统平衡状态是孤立的; 若方程

(4) 有非孤立解,则系统平衡状态组成流形# 

2  平衡状态稳定性的一次近似方法

令

  a
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L
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将式( 5)代入方程( 2) ,得到系统受扰运动微分方程
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其中
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为广义 Birkhoff 张量,而
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52B

5 aL5 aM
  ( L, M= 1, 2, ,, 2kn) , (8)

下标 0表示其中的 a
L
用a

L
0 替代的结果,而函数 PL为N, N

#
的二阶小项和更高阶小项# 受扰运

动微分方程(6) 的一次近似方程为
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方程( 9)的特征方程为

  $( K) = det[ ( XLM) 0K- ( 8LM)0] = 0# (10)

由 XLM的反对称性和 8LM的对称性,知

  $( K) = $(- K)# (11)
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于是有

命题 1  如果广义 Birkhoff 自治系统平衡状态的受扰运动微分方程的一次近似方程的特

征根至少有一个有非零实部, 则平衡是不稳定的# 

当 k = 1时,命题 1给出文献[ 7] 的结果# 

3  平衡状态稳定性的直接法

取广义 Birkhoff 函数 B 为 �ÑÁÅ¿À³函数 V, 即

  V = B( a )# (12)

系统的受扰运动微分方程可表示为
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这里 ( X
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有
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利用 �ÑÁÅ¿À³定理, 得

命题 2  如果系统的广义 Birkhoff 函数 B 在平衡位置上为零, 且在平衡位置附近是定号

(正定或负定)的,那么,平衡是稳定的# 

4  算   例

某一广义 Birkhoff 系统有
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其中 a
1
, a

2
, a

3
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6
可为系统的坐标、速度、加速度等# 

方程( 2)给出为
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(16)

平衡状态为

  a
L
0 = 0   ( L= 1, 2, ,, 6)# (17)

一次近似的特征方程为

  $( K) =

- 1 - K 0 K 0 K

K - 1 - K 0 0 0

0 K - 1 - K 0 0
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式( 18)有纯虚根# 用命题1不能判断其稳定性,可用命题 2判断# 因为 B 是a
L
( L = 1, 2, ,,

6) 的正定函数,故知平衡状态式(17) 是稳定的# 
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Equilibrium Stability of Generalized

Birkhoff. s Autonomous System

Xu Zhenduo1,   Liu Erlie2

( 1Tianjin Institute of Urban Construction , Tian jin 300381, P R China ;

 2Tianjin Univer sity , T ianjin 300072, P R China )

Abstract: In this paper, equilibrium stability of generalized Birkhoff. s autonomous system is dis-

cussed. First, equilibrium equations of generalized Birkhoff. s Autonomous system are set up, and

then the linear approximate method and direct method of stability in equilibrium state are studied.

Some results on equilibrium of generalized Birkhoff. s autonomous system are obtained on the basis of

Lyapunov. s thorem. Last, the application of the results is illustrated with an example.

Key words: generalized Birkhoff. s system; equilibrium state; stability
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