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摘要:  研究了中立型捕食者_被捕食者模型

ÛH ( t) = rH ( t) 1 -
a1( t) H ( t - S) + a2ÛH ( t - S)

K
pa - A( t )H ( t )P ( t) ,

ÛP ( t) = - b( t) P ( t) + B( t )H ( t ) P( tcs ) ,

的周期正解的存在性,具有 r , a2, k , S均为正常数, a1( t) , A( t) , b( t) , B( t) 均为 X周期连续正函数# 
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引   言

目前, 关于中立型种群模型的周期解的整体存在性的结果尚不多见[ 1~ 3] , 因此, 研究一些

较具体的中立型模型的周期解的整体存在性是有趣的[ 3, 4]# 本文的目的是应用重合度论中的

Mawhin连续性引理
[ 5]
讨论如下的中立型捕食者_被捕食者系统

ÛH ( t) = rH ( t ) 1-
a1( t )H ( t - S) + a2ÛH ( t - S)

K
ey - A( t )H ( t ) P ( t ) ,

ÛP ( t) = - b ( t ) P( t ) + B( t ) H ( t ) P( t ) ,

(1)

的周期正解的整体存在性,其中 r , a2, k , S均为正常数, a1( t ) , A( t ) , b( t ) , B( t ) 均为 X周期连

续正函数,H ( t ) 是被捕食种群的人口数, P( t ) 是捕食种群H ( t) 的捕食者种群人口数, r 称为

种 群 H 的 内 蕴 增 长 率, K 解 释 为 关 于 H 的 环 境 携 带 能 力,

r 1-
a1( t ) H ( t - S) + a2ÛH ( t - S)

K
表为

� � (q

是时刻t时H 的按人口平均的增长率, AH 表示捕食种群

P关于被捕食种群H 的捕食反应函数# 关于系统( 1)进一步的生态意义参见文献[ 6, 7]及其中

所引参考文献# 

设 X , Z 是两个 Banach空间,考虑算子方程

  Lx = KNx  ( K I (0, 1) ) ,

其中 L : DonL H X y Z 是一个线性算子, K是一个参数, N : X y Z 是一个非线性算子# 定义

两个投影算子分别为 P : DomL H X y X , Q: Z y Z / ImL ,使得 ImP = KerL , ImL = KerQ # 

后面我们将用Mawhin的如下结果(见[ 5, p40] )# 
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Mawhin连续性引理  设 X , Z 为 Banach空间 L 是指标为 0的 Fredholm算子, 8是X 中的

有界开集且N : �8 y Z 在�8 上是L_紧的, 如果下列条件成立:

a)  Lx X KNx , x I 2 8 H DomL , K I (0, 1) ,

b)  QNx X 0, x I 2 8 H KerL ,且 deg QN , 8 H KerL ,( 0 �X 0

那么, Lx = Nx 在�8 中至少有一个解# 

1  主要结果

为方便起见,我们先引入如下的记号,

  ( u) M = max
t I [ 0, X]

u( t ) ,  �u =
1
XQ

X

0
u( t ) dt ,

其中 u 为 X周期连续函数# 

定理 111  在系统( 1)中,假设
ra2

K
eA

< 1,
( a1) M

K
eA

< 1和�a ,�b
K�B

< rX,其中 A = ln 2b
B

" "
M

+

ra2

K
2b
B

t
M

+ 2X,那么系统(1) 存在 X周期正解# 

证明  为证系统( 1)存在 X周期正解,我们先证系统

  
Ûx 1( t ) = r 1 -

a1( t ) ex
1
( t- S)

+ a2Ûx 1( t - S) ex
1
( t- S)

K
A �- A( t ) e

x
2
( t)

,

Ûx 2( t ) = - b( t ) + B( t ) ex
1
( t)

, 的 环

(2)

的 X周期解的存在性,其中 r , K , S, a1( t ) , A( t ) , b( t ) , B( t ) 均与系统(1) 的相同# 为此, 取X

= x ( t ) = ( x 1( t ) , x 2( t ) )
T I C

1
( R, R

2
) | x ( t + X) = x ( t )� ��, Z = z ( t )� = ( z 1( t ) , z2( t ) )

T

I C ( R , R
2
) | z ( t + X) = z ( t )D , 记 | x | = | x 1 | + | x 2 | , | x | ] = max

t I [ 0, X]
| x | , +x + =

| x | ] + | Ûx | ] # 则 X , Z 分别在模 + # +和 | #| ] 下为 Banach空间,令

  N
x 1

x 2
# "X =

r 1-
a1( t ) e

x
1
( t- S)

+ a2Ûx 1( t - S) e
x

1
( t- S)

K
� � �- A( t ) ex

2
( t)

- b( t ) + B( t ) e
x

1
( t)

r ,

Lx = Ûx , Px =
1
XQ

X

0
x ( t )dt , x I X , Qz =

1
XQ

X

0
z ( t ) dt , z I Z# 有KerL = R

2且 ImL在Z 中闭,

故L 是指标为 0的Fredholm算子, 进一步有 N 在�8 上是L_紧的[ 5]
,这里 8 是X 中的任一有界

开集,对应于算子方程

  Lx = KNx  ( K I (0, 1) ) ,

我们有

  
Ûx 1( t ) = K r 1 -

a1( t ) ex
1
( t- S)

+ a2Ûx 1( t - S) ex
1
( t- S)

K
= + - A( t ) ex

2
( t )4 0

,

Ûx 2( t ) = K[- b ( t ) + B( t ) ex
1
( t )

]# �

(3)

设 ( x 1( t ) , x 2( t )
T I X 是( 3) 的任一解, 积分(3) 式得

  r
KQ

X

0
a1( t ) ex

1
( t- S) dt + Q

w

0
A( t ) ex

2
( t ) dt = rX (4)

和

  Q
X

0
B( t ) e

x
1
( t)

dt = Q
X

0
b( t )dt# (5)
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由( 3)式和( 4)式可得

  Q
X

0

d
dr

x 1( t ) +
Kra2

K
ex

1
( t- S)K� � ( x dt = KQ

X

0
r -

ra1( t )

K
ex

1
( t- S)

- A( t ) ex
2
( t ) dt [

      rX+
r

KQ
X

0
a1( t ) ex

1
( t- S) dt + Q

X

0
A( t ) ex

2
( t )dt = 2rX,

即

  Q
X

0

d
dt

x 1( t ) +
Kra2

K
ex

1
( t- S) �dt < 2rX# (6)

因为

  Q
X

0
B( t ) ex

1
( t) dt = Q

X+ S

S
B( t - S) ex

1
( t- S) dt = Q

X

0
B( t - S) ex

1
( t- S) dt# 

故由( 5)式可得

  Q
X

0
B( t ) ex

1
( t) dt + Q

X

0
B( t - S) ex

1
( t- S) dt = 2Q

X

0
b ( t )dt# 

于是,由积分中值定理可知存在 N I [ 0, X] 使得

  B( N) ex
1
( N)

+ B( N- S) ex
1
( N- S)

= 2b ( N) # 

所以

  x 1( N) < ln 2b ( N)
B( N)

[ ln 2b
B

� t
M

,  ex
1
( N- S)

<
2b( N)
B( N- S)

[ 2b
B

R� � R
M

# 

由上式和( 6)式可得

  x 1( t ) +
Kra2

K
ex

1
( t- S) [ x 1( N) +

ra2

K
ex

2
( N- S)

+ Q
X

0

d
dt

x 1( t ) +
Kra2

K
e

x
1
( t- S) dt <

ln 2b
B M

+
ra2

K
2b
B

上 将�
M

+ 2rX = A # 

因此

  x 1( t ) < A# (7)

由( 3)式和( 5)式可得

  Q
X

0
| Ûx 2( t ) | dt = KQ

X

0
| - b ( t ) + B( t ) e

x
1
( t )

| dt <

Q
X

0
b ( t )dt + Q

X

0
B( t ) ex

1
( t) dt =

2Q
X

0
b ( t )dt ,

即

  Q
X

0
| Ûx 2( t ) | dt < 2Q

X

0
b ( t )dt (8)

由( 4)式及积分中值定理可知存在 G I [ 0, X] 及常数 B1使得

  x 2( G) < B 1# (9)

于是,由( 8)和( 9)两式可得

  x 2( t ) = x 2( G) + Q
t

G
Ûx 2( t )dt <

B1 + Q
X

0
| Ûx 2( t ) | d t <

B1 + 2Q
X

0
b ( t )dt =

def

B2,
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即

  x 2( t ) < B2# (10)

由( 3)式, ( 7)式和( 10)式可知

  | Ûx 1( t ) | < r +
ra1( t )

K
eA

+
ra2

K
| Ûx 1( t - S) | eA

+ A( t ) eB
2 [

      r +
r ( a1) M

K
eA

+
ra2

K
( | Ûx 1 | ) M eA

+ ( A) MeB
2,

从而

  ( | Ûx 1 | ) M < r +
r ( a1) M

K
e

A
+

ra2

K
( | Ûx 1 | ) M e

A
+ ( A) Me

B
2 # 

所以,

  ( | Ûx 1 | ) M <
r +

r ( a1) M

K
eA

+ ( A) M eB
2

1 -
ra2

K
eA

=
def

B3# (11)

由( 3)式和( 7)式可得

  | Ûx 2( t ) | < b ( t ) + B( t ) eA [

( b ) M + ( B) MeA# 

所以

  ( | Ûx 2 | ) M < ( b) M + ( B) M eA
=
def

B4# (12)

由( 5)式及积分中值定理知存在 H I [ 0, X] 使得

  | x 1( H) | = ln b( H)
B( H)

< ln b
B

� � =2

M
# 

从而由上式及( 11)式可知

  | x 1( t ) | [ | x 1( H) | + Q
X

0
| Ûx 1( t ) | dt <

ln
b
B

2

M
+ B 3 =

def

B5# 

所以

  ( | x 1 | ) M < B5# 

从( 4)式及积分中值定理可知存在 F I [ 0, X] 使得

  A(F) e
x

2
(F)

= r -
r

K
a1( F) e

x
1
(F- S)

>

r 1-
( a1) M

K
eA

,

于是

  x 2(F) > ln

r 1 -
( a1) M

K
eA

A(F)

>

ln

r 1 -
( a1) M

K
eA� � 2

( A) M
=
def

Q# 

由上式及( 12)式可知
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  x 2( t ) \ x 2(F) - Q
X

0
| Ûx 2 | dt >

Q - B4 X,

再注意到( 10)式可知# 

  ( | x 2 | ) M < max | Q - B4 X | , B2 )=
def

B6 # 

现在,记 B = B3 + B4 + B 5 + B6 + G,

其中 G > 0,取得充分大, 使得代数方程组

  
rX-

�a1

K
eu

1 - �Aeu
2 = 0,

- �b + �Be
u
1 = 0, )

的唯一解 ( u
*
1 , u

*
2 ) = ln �b

�B
, ln

rX- ( �a1�b/ K�B)
�A

( 满足 +( u
*
1 , u

*
2 ) + < B# 取 8 =

x ( t ) = ( x 1( t ) , x 2( t ) ) I X +x + < B ,那么易知Mawhin连续性引理的条件( a) 成立,当 x

= ( x 1, x 2)
T I 5 8 H KerL = 5 8 H R

2时, x 是R
2中的常向量且 | x | = B# 因此

  QN
x 1

x 2
| =

rX-
�a 1

K
e

x
1 - �Ae

x
2

- �b + �Bex
1

 X 0# 

直接计算易知# 

  deg QN ( x 1, x 2)
T
, 8 , (0, 0)

T X 0 # 

至此,我们已证得 8满足Mawhin连续性引理的所有条件,故系统(2)有 X周期解( x
*
1 ( t ) ,

x
*
2 ( t ) ) 于是系统( 1) 有 X周期正解( ex

*

1
( t )

, ex
*

2
( t )

)# 定理 1证毕# 

注  系统( 1)的 X周期正解与种群H 和P 的人口数的周期性振动相对应# 

例  系统

ÛH ( t) = H ( t )
1 -

1-
1
2

sinx t H ( t - S) + ÛH ( t - S)

2
F

- A( t ) H ( t ) P( t ) ,

ÛP ( t) = - (2+ cos t ) P ( t ) + ( e16
+ 1- sint ) H ( t ) P( t ) ,

其中 S> 0为常数, A( t ) > 0为连续的2P周期函数,满足本文定理的所有条件, 故知它有2P周

期正解# 
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Positive Periodic Solution of a Neutral

Predator_Prey System

Li YongKun

( Depar tm en t of Ma them atics , Yunnan University , Kunm ing 650091, P R Chin a )

Abstract: In this paper, the existence of a positive periodic solution to the following neutral predator_

prey system

ÛH ( t) = rH ( t) 1 -
a1( t) H ( t - S) + a2ÛH ( t - S)

K) - A( t )H ( t )P ( t) ,

ÛP ( t) = - b( t) P ( t) + B( t )H ( t ) P( t)

is studied, in which r , a2, K and S are positive constants, and a1( t ) , A( t ) , b ( t) andB( t) are positive

continuous functions of period X .

Key words: neutral delay system; predator_prey system; positive periodic solution; topological de-

gree
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