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线载荷积分方程法分析桩顶受任意

荷 载 的 弹 性 斜 桩
X

云天 铨

( 华南理工大学力学系, 广州 510641)

摘要:  嵌在各向同性均匀弹性半空间的弹性斜桩顶部,受任意荷载的位移和应力, 可分解为在倾

斜平面 xOz及其法平面 yOz 内进行分析# 将Mindlin力作为基本虚载荷, 令集度为未知函数 X( t)、

Y( t)、Z( t ) , 分别平行于 x、y、z 轴, 的基本载荷沿桩轴 t 的[ 0, L] 内分布, 并在桩顶作用集中力

Qx、Qy、Z, 力偶矩 My、Mx, 根据弹性桩的边界条件, 将问题归结为一组 Fredholm_Vollerra型的积

分方程# 文中给出数值解# 计算结果的精度可用功的互等定理来检查# 
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概   述

斜桩在码头、桥墩、海洋结构, 以及结构和建筑物的基础工程中常遇到# 作者曾对刚性斜

单桩[ 1]、斜桩群[ 2]、斜桩群上部结构[ 3]的位移分析用线载荷积分方程法探讨过# 对于弹性斜单

桩,作者和他的学生们也曾作过多年的探讨, 然而,由于问题较刚桩复杂,受力后弹性斜桩变形

曲线是未知的, 不像刚性桩仍为直线,且所用的分析方法太复杂而没发表# 本文,改进了我们

以前的工作,简化应用线载荷积分方程法使问题归结为 Fredholm_Volterra型积分方程# 文中给

出数值解法以及用功的互等定理来检查数值计算的精度# 

本文所用的假设是:半空间是均匀各向同性弹性的;桩的位移是小位移; 桩为中等长度( 5

[ L / D [ 50) ; 桩和周围介质粘连,以及桩的弯曲应用梁的理论# 

线载荷积分方程法曾应用于一系列问题的分析[ 4~ 9] , 包括动力问题[ 10] , 因它得到的是一

维非奇异积分方程而优于将同问题归结为一维奇异积分方程的边界元法( BEM)# 关于此法的

理论性探讨,如解的唯一性,可参阅[ 11]# 

1  积分方程的推导

令半空间的表面为 xOy 平面, z 轴和桩轴z 1的夹角为倾角 A= N z 1Oz = N x 1Ox# 图1的

( a) 倾斜平面 xOz , ( b) 其法平面 yOz , 表示计算模型# 根据线载荷积分方程法,将分别平行于

x、y 轴的集度为未知函数X ( t)、Y( t ) 的Mindlin水平力,平行于 z轴的集度为未知函数Z( t )的
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Mindlin垂直力沿桩轴 t ( = z 1) 的[ 0, L ] 内分布(为使方法描述清晰,源点位置用 t轴描述,而场

点位置用 z 1( = t ) 轴描述) ,以及将集中力 Qx、Qy、Z ,力偶 My、Mx 置于桩顶,然后,令由上述全

部的虚的基本载荷作用引起的位移场来描述的桩的边界条件得到满足# 于是问题归结为一

组积分方程# 现在,分解为两个平面并分别来研究# 

111  倾斜平面 xOz

   ( a) 倾斜平面 xOz    ( b) 法平面 yOz

图 1  计算模型

在图 1( a)所示的全部虚力作用下,桩侧表面

上 x 1= 0, y1 = y = a, z1 = z 1 的点N (0, a, z 1) 的

位移的直角坐标系 Ox 1y 1z 1 的分量, 由 Mindlin 公

式[ 12]算得为:

u1(0, a, z 1) = Q
L

0
[ A 11(0, a, z1; t ) X ( t ) +

A 13(0, a, z 1; t ) Z( t ) ] dt +

u1M ( z1) + u1QP( z 1) , (1)

w1(0, a, z 1) = Q
L

0
[ A 31(0, a, z1; t ) X ( t ) +

A 33(0, a, z 1; t ) Z( t ) ] dt +

w1M( z1) + w1QP ( z 1) , (2)

式中

A 11( x 1, y 1, z 1; t ) = [ K 1( x 2, y 1, z 1; t ) cosA+ x 2K 3( x 2, y 1, z 1; t ) sinA] / H ,

A 13( x 1, y 1, z 1; t ) = [ rK 2( x 2, y1, z1; t ) cosA+ K 4( x 2, y1, z 1; t ) sinA] /H ,

A 31( x 1, y 1, z 1; t ) = [ x 2K 3( x 2, y 1, z 1; t ) cosA- K 1( x 2, y 1, z 1; t ) sinA] / H ,

A 33( x 1, y 1, z 1; t ) = [ K 4( x 2, y 1, z 1; t ) cosA- rK 2( x 2, y1, z 1; t ) sinA] /H ;
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3 - 4M
R1

+
1
R 2

+
x
2
2

R
3
1
+
(3- 4M) x 2

2

R
3
2

+
2cz

R
3
2

1 -
3x 2

2

R
2
2in +

4(1- M) (1- 2M)
R2+ z + c

1-
x
2
2

R2( R 2+ z + c)
, it

K 2( x 2, y 1, z 1; t ) =
z - c

R
3
1

+
(3- 4M) ( z - c)

R
3
2

-
4(1 - M) ( 1- 2M)
R 2( R2 + z + c)

+
6cz ( z + c)

R
5
2

,

K 3( x 2, y 1, z 1; t ) =
z - c

R
3
1

+
(3- 4M) ( z - c)

R
3
2

+
4(1 - M) ( 1- 2M)
R 2( R2 + z + c)

-
6cz ( z + c)

R
5
2

,

K 4( x 2, y 1, z 1; t ) =
3 - 4M
R1

+
8(1- M) 2- (3- 4M)

R2
+
( z - c)

2

R
3
1

+

(3- 4M) ( z + c)
2
- 2cz

R
3
2

+
6cz ( z + c)

2

R
5
2

;

x 2 = x + t#sinA, x = x 1cosA- z 1sinA, z = x 1sinA+ z 1cosA,

c = t#cosA, r = ( x
2
2+ y

2
1)

1/ 2
, R 1 = [ r

2
+ ( z - c)

2
]
1/ 2
,

R2 = [ r
2
+ ( z + c)

2
]
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, H = 16PG(1 - M) ; 2

(3)
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M, G 分别表示半空间的Poisson 比和剪切模量# L , a 分别表示桩的嵌入长度和半径# 
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式中 x 0 = - z 1sinA, z 0 = z 1cosA, r 0 = ( x
2
0+ a

2
)
1/ 2
, R = ( z

2
1+ a

2
)
1/ 2# 

在上述式中推导过程中应用了关系式

  u1 = ucosA+ w sinA, w1 = w cosA- usinA

以及对 My = limz 0E( Ey 0) 的公式中由一对等值反向相距为 Ey 0的Mindlin水平力 Z0,应用

L. Hospital 法则, 取极限运算而得# 

本问题的边界条件是:

1)  E 1Iu
dd
1 (0, a, z 1) = q( z 1) , (5)

  

E1Iu
d
1(0, a, 0) = �My ,

E1Iu
Ê
1(0, a, 0) = �Qx1,

E1Iu
d
1(0, a, L ) = 0,

E1Iu
Ê
1(0, a, L ) = 0; +

(6)

2)  N( z 1) = E1Aw
c
1(0, a, z 1) , (7)

  N (0) = �P , (8)

式中, E1, I和A 分别是桩的弹性模量、惯性矩和横截面面积# (  )c= d(  ) / dz 1# (5)式表示

以桩侧表面 x 1 = 0, y 1 = a的线代表桩轴线的梁的挠曲线方程, q ( z 1) 为与 x 1同向垂直作用于

桩轴 z 1 的合的线分布力# (6) 式表示桩弯曲的端边界条件,在桩顶和桩底的弯矩分别为 �My 和

0, 剪力分别为 �Qx1 和 0, 其中上横划代表已知值# (7) 式为桩的轴向的弹性变形# ( 8) 式表示

桩顶受已知值为 �P 的轴向压力作用# 由力的分解,可得:
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  Z = Qx1sinA+ P cosA, Qx = Qx1cosA- P sinA# 

由于线弹性力学的基本方程( Navier 方程)和边界条件都被虚载荷分布所满足, 所以由这

些虚载荷引起的应力或位移场就是本问题的解# 换句话说,由虚载荷引起的应力或位移场刚

好就是和受真实载荷的桩一样# 因此, 由长度为 z 1 的一段桩的平衡,可得

  M ( z 1) = My + Qx1z 1+ Q
z
1

0
X1( t ) ( z 1- t)dt , (9)

式中   X 1( t ) = X ( t ) cosA+ Z( t ) sinA; (10)

  M ( z 1) = �My + �Qx1z 1+ Q
z
1

0
q ( t ) ( z 1- t) dt ; (11)

  N ( z 1) = P + Q
z
1

0
Z1( t )dt , (12)

式中   Z1( t ) = Z ( t ) cosA- X ( t ) sinA; (13)

  N ( z 1) = �P + Q
z
1

0
T ( t )dt ; (14)

  Qx1( z1) = Qx1 +Q
z
1

0
X 1( t )dt ; (15)

  Qx1( z1) = �Q x1 +Q
z
1

0
q( t ) dt ; (16)

其中( 9)、( 12)、( 15) 为虚载荷(式的右端)和它的应力场(式的左端)的平衡方程,而( 11)、( 14) 、

( 16)则为真实载荷(式的右端)和它的应力场(式的左端)的平衡方程# 因为这些应力场是一样

的,所以, 得:

  q ( t ) = X 1( t ) , T ( t ) = Z1( t )   (0 [ t [ L ) , (17)

  My = �My , Qx1 = �Qx1, P = �P# (18)

将式( 1)、( 10)、( 17) 代入( 5)式, 和式( 2)、( 12) ~ ( 18)代入( 7)式,我们有

  E1I Q
L

0
A

dd
11(0, a, z 1; t ) X ( t ) + A

dd
13(0, a, z1; t ) Z ( t )

� �+ �

dt +

      u
dd
1M( z1) + u

dd
1QP ( z 1) = X ( z 1) cosA+ Z( z 1) sinA, (19)

  �P +Q
z
1

0
Z( t) cosA- X ( t ) sinA

� �- �

dt = E1A Q
L

0
A

c
31(0, a, z 1; t ) X ( t ) +

      A c
33(0, a, z 1; t ) Z( t ) �dt + w

c
1M ( z 1) + w

c
1QP( z1) # (20)

( 19) 式为含未知函数 X ( t) , Z( t ) 的 Fredholm 第 2 类积分方程; (20) 式为含未知函数 X ( t) ,

Z ( t ) 的Fredholm_Volterra型积分方程# 一旦解得X ( t)、Z( t) , 桩的位移、弯矩、剪力和轴力可

以由(1)、(2)、(9 ~ 16) 式求得# 

112  平面 y 1Oz 1 内

在图 1( b)所示的虚力作用下,桩侧表面上 y 1= 0, x 1= a, z 1= z1的点N ( a, 0, z 1)的位移,

由Mindlin 公式[ 12]算得:

  v1( a, 0, z 1) = Q
L

0
A 22( a, 0, z 1; t ) Y( t )dt + v1M( z1) + v1Q( z 1) , (21)

式中

  A 22( a, 0, z 1; t ) = K 1(0, a , z 1; t ) / H =
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1
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+
2czy

R
3
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其中

  R1y = [ r
2
+ ( zy - c)

2
]
1/ 2
, R2y = [ r

2
+ ( z y + c)

2
]
1/ 2
,

  zy = asinA+ z1cosA;

  v1M ( z 1) =
Mx

4PG
zy

R
3
y
-
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y

R
5
y
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x
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y
-

1
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  v1Q ( z 1) =
Qy

4PG
1
Ry

+
a
2

R
3
y
+

1- 2M
Ry + z y

1 -
x
2
y

Ry ( Ry + zy)
力场 ,而, (24)

  xy = a#cosA- z 1sinA, Ry = ( x
2
y + z

2
y )

1/ 2
= ( a

2
+ z

2
1)

1/ 2# 

( 23)式, 其中 Mx = limY0E( Ey 0) ,是由一对等值反向相距 Ey 0的一对Mindlin水平力 Y0 作

用于(0, 0, 0) 和(0, 0, E) 应用L. Hospital 法则取极限运算而得# 

本问题的边界条件是:

  E1Iv
dd
1 ( a, 0, z1) = qy( z 1) , (25)

  

E1Iv
d
1( a, 0, 0) = �Mx ,

E1Iv
Ê
1( a, 0, 0) = �Q y ,

E1Iv
d
1( a, 0, L ) = 0,

E1Iv
Ê
1( a, 0, L) = 0) ,

(26)

式中 qy( z1) 是与 y = y 1 同向的垂直作用于桩轴 z 1的合的线分布力; �Mx 和�Qy 分别是已知的作

用于桩顶的弯矩和剪力# 

同 xOz 平面分析相似地,可得:

  qy ( t ) = Y( t )   (0 [ t [ L ) , (27)

  Mx = �Mx , Qy = �Qy# (28)

将( 21~ 28)式代入( 25)式,得

  E1I Q
L

0
A

dd
22( a, 0, z 1; t ) Y ( t )dt + v

dd
1M ( z 1) + v

dd
1Q ( z 1)12 = Y( z 1)# (29)

( 29)式是一Fredholm第 2 类积分方程# 一旦解得 Y( t ) ,桩的弯矩、剪力和位移很易求得# 

桩受空间载荷作用分析与桩受两个互相垂直的平面 xOz 和yOz 的分析的等价性的证明与

[ 1] 类似,不在此重复# 

2  数值解法与结果的检查

积分方程的最简单的数值解法是解其离散型式# 

对 xOz 平面, (19)、( 20) 式化为:

  
E
n

j= 1

( A 11ijX j + A 13ijZj ) = B i ,

E
n

j= 1

( A 31ijX j + A 33ijZj ) = Ci ,�

  ( i = 1, 2, ,, n) , (30)

式中

  A 11ij = E1IQ
j$L

( j- 1) $L
A

dd
11(0, a , z 11; t )dt - cosA, ( 31a)
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  A 13ij = E1IQ
j$L

( j- 1) $L
A

dd
13(0, a , z 1i ; t )dt - sinA, ( 31b)

  Bi = B( z 1i ) = - E1I [ u
dd
1M ( z1i ) + u

dd
1QP ( z 1i ) ] , ( 31c)

  A 31ij = E1AQ
j$L

( j- 1) $L
A

c
31(0, a, z 1i ; t )dt + i#sinA, ( 31d)

  A 33ij = E1AQ
j$L

( j- 1) $L
A

c
33(0, a, z 1i ; t )dt - i#cosA, ( 31e)

  Ci = C( z 1i ) = �P - E1Aw
c
1M ( z 1i ) - E1Aw

c
1QP( z 1i ) , ( 31f )

  X j = X ( tj ) , Zj = Z( tj ) , z 1i = i#$L , $L = L / n# ( 31g, h)

对平面 yOz , (29) 式化为:

  E
n

j= 1

A 22ijYj = D i   ( i = 1, 2, ,, n) , (32)

式中

  

A 22ij = E1IQ
j$L

( j- 1) $L
A

dd
22( a, 0, z 1i ; t )dt - 1,

D i = D( z 1i ) = - E1I [ v
dd
1M ( z 1i ) + v

dd
1Q( z 1i ) ] ,

Yj = Y( tj )# E

(33)

设给定作用于桩顶的载荷为 �Z , �Q x , �Qy , �Mx , �My ,则

  
�Q x1 = �Qx cosA+ �ZsinA,

�P = �Z cosA- �QxsinA,�
(34)

于是式( 30)和( 32)的右边已知, 解这些方程可得 X j , Z j 和 Yj# 因此,桩的位移、弯矩、剪力和轴

力可由相应于式(1)、(2)、(21)、(9)、(15)、(12) 等式的离散型式分别求得# 

用功的互等定理检查数值结果的精度

设在 xOz 平面, 两组力和力偶( �P1, �Q x1, �My1) 和( �P 2, �Qx12, �My2) 作用于桩顶分别算得桩顶

的两组位移和转角( u1(0) , w 1( 0) , u
c
1(0) ) 为(f 1, g1, h1) 和( f 2, g2, h2)# 据功的互等定理, 有:

  �P 1g2 + �Q x1f 2+ �My1h2 = �P 2g1 + �Q x12f 1+ �My2h1# (35)

( 35)式可检查数值结果的精度# 篇幅所限, 不在此给出数值例子# 
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Analysis of Sloping Elastic Pile Under Arbitrary Loads

by Line_Loaded Integral Equation Method

Yun Tianquan

( Depa rtm ent of Mechanics , South China Un iver sity of Technology , Guangzhou 510641, P R China )

Abstract: The analysis of displacement and stress of elastic sloping pile embedded in a homogeneous

isotropic elastic half space under arbitrary loads at top can be decomposed into two plane systems, i.

e. , the inclined plane xOz and its normal plane yOz . Let Mindlin. s forces be the fundamental loads

with unknown intensity function X( t ) , Y( t) , Z( t ) , parallel to x , y , z _axis respectively, be distribut-

ed along the t _axis of the pile in [ 0, L] and concentrated forces Qx , Qy , Z , couples My, Mx at top of

the pile, then, according to the boundary condtions of elastic pile, the problem is reduced to a set of

Fredholm_Volterra type equations. Numerical solution is given and the accuracy of calculation can be

checked by the reciprocal theorem of work.

Key words: line_loaded integral equation method; reciprocal theorem of work; sloping elastic pile
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