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奇异摄动初值问题的一致收敛有限差分法
X

G. M .艾米雷利耶弗,  哈基 杜柔

( YY大学 数学系, 凡城 65080,土耳其)

(吴承平推荐)

摘要:  通过一阶和二阶导数讨论了带小参数的线性二阶常微分方程的初值问题# 在均匀网格上

得出了带常数拟合因子的指数型拟合差分格式,给出了离散最大模意义上的一阶一致收敛性# 文中

给出了数值结果# 
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引   言

本文的目的是对奇异摄动初值问题

  Lu S E2ud + Ea( t ) uc+ b ( t ) u = f ( t ) ,   0 < t [ T , (1)

  u(0) = A , (2)

  uc(0) = B / E (3)

给出一种精确的差分方法# 其中 E为正的小参数, A , B 为给定常数, a( t ) \ A> 0, b( t ) \ B

> 0, f ( t ) 为[ 0, T ] 上的充分光滑函数# 在这种情况下, 解 u( t ) 一般出现在 t = 0的边界层附

近(见第 1节) # 

这类方程有很重要的应用价值[ 1] , [ 2] , [ 3]# 文[ 4]研究了这类问题的差分格式# 文[ 4]证明

了线性双曲型方程在二阶初值条件不包含 E时,其差分解只有 O( S1/ 4) 阶收敛性, 这类方程在

E= 0时退化为零阶方程# 

文[ 5]、[ 6]考查了奇异摄动一阶系统数值解的几种格式# 

[ 4]中的差分格式及其构造方法与此不同,并且格式具有一致 O( S) 精度# 该差分格式采

用积分恒等式方法并利用指数型基函数构造, 并且还利用了[ 7] 、[ 8]、[ 9] 中具有权项和积分

形式余项的插值求积规则# 这时, 若原问题有具有某些奇异性的解,则此近似方法和收敛分

析可以说是方便和实用的# 

在第 1节中将建立问题( 1) ~ ( 3)的渐近估计# 第 2节将在均匀网格上构造( 1) ~ ( 3)数值

解的带常数拟合因子的差分格式# 第 3节将证明格式的 O( S) 一致收敛性# 给出的数值结果

包括与理论值的比较# 
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网格函数记号与文[ 10]相同# 

1  连续性问题

引理 111  设 u( t ) 为问题(1) ~ (3) 的解, a, b , f I C
1
[ 0, T ]# 则对所有0 [ t [ T,存

在正常数 C 使

| u
( k )

( t ) | [ CE- k D* + max
0 [ S[ t

| f ( S) | + E
k
*

max
0[ S[ t

| f
( k

*
)
( S) | + Q

t

0
| f c( S) | dE S" " �2 ,

( k = 0, 1, 2, 3) , (4)

其中   D2* = | B
2
+ b(0) A 2

- 2f (0) A | , k
*

= max(0, k - 2) # 

本文中所有 c, ci , C, C i ( i = 0, 1, ,) 表示不依赖于 E(及下文数值解讨论中的 S) 的正常数# 

证明  用 2uc( t ) 乘方程(1) 得

  [ E2uc2+ b( t ) u
2
- 2f ( t ) u]c+ 2Ea( t ) uc2 = bc( t ) u2- 2f c( t ) u # 

从0到 t 积分上式,得

  E2uc2( t ) + b( t ) u
2
( t ) - 2f ( t ) u ( t ) + 2EQ

t

0
a( N) uc2( N)dN [

     B
2
+ b(0) A

2
- 2f (0) A + Q

t

0
| bc( N) | | u( N) |

2
dN+ 2Q

t

0
| f c( N) | | u ( N) |

2
dN

及

  E2uc2( t ) + Bu2( t ) - Lu2( t ) -
1
L
f
2
( t ) + 2EAQ

t

0
uc2( N)dN [

     B
2
+ b(0) A 2

- 2f (0) A + Q
t

0
| bc( N) | | u( N) |

2dN+

     2Q
t

0
| f c( N) | | u( N) | dN,   L> 0# 

选定 L< B导出如下不等式:

  E2uc2( t ) + u
2
( t ) + EQ

t

0
uc2( N)dN [ C0 U( t ) + Q

t

0
u
2
( N)dN) , (5)

其中   U( t ) = B
2
+ b (0) A 2- 2f (0) A + f

2
( t ) +Q

t

0
| f c( N) | | u ( N) | dN# 

设    D( t ) = E2uc2( t ) + u
2
( t ) + EQ

t

0
uc2( N)dN,

利用 Gronwall不等式,由( 5)可得

  D( t ) [ C0 U( t ) + C
2
0Q

t

0
U( S) eC0( t- S) dS [ C0 max

[ 0, t]
| U( S) | eC0 t [

C1 D2* + max
[ 0, t ]

D1/ 2( S)Q
t

0
| f c( S) | dS+ max

[ 0, t]
f
2
( S) on# 

当 k = 0, 1时,即可导得(4) , k = 2, 3时,可用归纳法给出(4) ,因为

  u
( k )

( t ) =
1

E
2 f ( t ) - Ea( t ) uc( t ) - b( t ) u ( t )

� �度法 尺

( k- 2)   ( k = 2, 3)# 

引理 111证毕# 

注 111  在引理 111相同的假设下, ( 1) ~ ( 3)的解 u( t ) 有如下估计 :

  +u
(k )

( t ) +C[ 0, T ] [ CE- k
,   ( k = 0, 1, 2, 3) # 

下面还须给出( 1) ~ ( 3)的解 u( t ) 的性质的更为详细的讨论# 
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引理 112  设( 1) ~ ( 3)的解为 u( t ) 且 a I C
1
[ 0, T ] , b, f I C

3
[ 0, T ]# 则对所有0 [ t [

T 有

  | u
( k )

( t ) | [ C (1+ E1- k
+ E- k e- c

0
t /E

) ,   ( k = 0, 1, 2, 3)# (6)

证明  问题( 1) ~ ( 3)的解具有如下构造:

  u( t ) = u0( t ) + v ( t ) + RE( t ) , (7)

其中 u0( t ) = f ( t ) / b ( t ) 为/ 退化0 问题的解, v( t ) , RE( t ) 分别满足方程

  E
2
vd( t ) + Ea(0) vc( t ) + b (0) v ( t ) = 0,   0 < t [ T , (8)

  v(0) = �A S A - u0(0) ,

  vc(0) = �B / E S ( B - Eu
c
0) / E,

  LRE= WE( t ) S- E
2
u

d
0( t ) - a( t ) Eu

c
0( t ) + E[ a(0) - a( t ) ] vc( t ) +

[ b(0) - b( t ) ] v( t ) , (9)

  RE(0) = 0, R
c
E = 0# 

问题( 8)的解给出为

  v( t ) =
�Am2+ �B
m2- m1

e- m
1
t/ E

-
�Am1+ �B
m2- m 1

e- m
2
t /E

,   当 a
2
(0) - 4b(0) > 0 ,

其中   m1 = ( a (0) - a
2
(0) - 4b (0) ) / 2, m2 = ( a(0) + a

2
(0) - 4b(0) ) / 2 ,

  v( t ) = �B + a (0)�A/ 2 t / E+ �A

� � 2

e- a(0) t / 2E
,   当 a

2
(0) = 4b(0) ,

  v( t ) = e- a(0) t/ 2E �A cos
Rt
2E

+
2
R
�B +

a(0) �A
2

� � (c sin
Rt
2E

� � �

  当 a
2
(0) - 4b(0) < 0 ,

其中 R = 4b(0) - a
2
(0)# 由 v ( t ) 的显式表达式,利用 t

ke- t [ C e- t / 2
, t \ 0有

  | v
( k)

( t ) | [ CE- ke- c
0
t /E

,   0 [ t [ T, k \0# (10)

应用引理 111于问题( 9)有

  | R
( k )
E ( t ) | [ CE- k max

[ 0, T ]
| WE( t ) | + Ek

*

max
[ 0, T ]

| W( k
*
)

E ( t ) | + Q
T

0
| Wc

E( t ) | dt! ! x,

k = 0, 1, 2, 3  对所有 t I [ 0, T ] # 

利用 WE( t ) 的形式和 t
ke- t [ Ce- t/ 2

, t \ 0我们立即可得

  max
[ 0, T ]

| R
( k )
E ( t ) | [ CE1- k  ( k = 0, 1, 2, 3)# (11)

利用估计式( 10)、( 11)可直接由( 7)得到( 6)# 引理 112证毕# 

推论 111  +u
( k)

( t ) +L
1
(0, T ) [ C (1+ E1- k

) , k = 0, 1, 2, 3# 

2  差分格式的构造

本文以下假设 a
2
(0) - 4b(0) > 0# 

记 XS为[ 0, T ] 上的一致网格:

  XS = tj = jS, j = 1, 2, ,, M - 1; MS = T )� �  ,   �XS = XS G t = 0, T米雷 # 

可由下列恒等式构造差分格式

  V- 1S- 1Q
T

0
LuUj ( t )dt = V- 1S- 1Q

T

0
f ( t ) Uj ( t )dt   ( j = 1, 2, ,, M - 1) , (12)

其中基函数 Uj ( t )� � (
M- 1
j= 1 有如下形式:
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Uj ( t ) =

[ e
K
1
( t- t

j- 1
)

- e
K
2
( t- t

j- 1
)

] / ( eK1S- eK2S) S U( 1)j ( t ) , tj- 1 < t < tj ,

[ e
- K

2
( t

j+ 1
- t )

- e
- K

1
( t

j+ 1
- t )

] / ( e
- K

2
S
- e

- K
1
S
) S U

( 2)
j ( t ) ,   tj < t < tj+ 1,

0, t I/ ( tj- 1, tj+ 1) , 8

  K1 = (2E)- 1[ a0+ a
2
0- 4b0] , K2 = (2E)- 1[ a0- a

2
0- 4b0] ,

  V = S- 1Q
t
j+ 1

t
j- 1

Uj ( t ) dt =
2S- 1( K1- K2)

K1K2 sh( ( K1 - K2) S/ 2)
sh
K1S
2
sh
K2S
2
,

  a0 = a(0) , b0 = b(0) # 

注意到函数 U(1)
j ( t ) 和 U(2)

j ( t ) 分别为下列问题的解 :

  
E2Ud- a0EUc+ b0 U= 0,   tj- 1 < t < tj ,

U( tj- 1) = 0, U( tj ) = 1;
(13)

  
E2Ud- a0EUc+ b0 U= 0,   tj < t < tj+ 1,

U( tj ) = 1, U( tj+ 1) = 0# R
(14)

将关系式( 12)写为如下形式:

  V- 1 - E2S- 1Q
t
j+ 1

t
j- 1

uc( t ) Uc
j ( t )dt + EajS

- 1Q
t
j+ 1

t
j- 1

uc( t ) Uj ( t )dt + ,

     bjS
- 1Q

t
j+ 1

t
j- 1

u( t ) U
c
j ( t )dt应用 + R

( 1)
j = f j (15)

及    R
(1)
j = EV- 1S- 1Q

t
j+ 1

t
j- 1

[ a( t ) - a( tj ) ] uc( t ) Uj ( t )dt + V- 1S- 1Q
t
j+ 1

t
j- 1

[ b( t ) - b( tj ) ] @

u( t ) Uj ( t )dt + V- 1S- 1Q
t
j + 1

t
j - 1

[ f ( tj ) - f ( t ) ] Uj ( t )dt# (16)

利用求积公式( 4)、( 5) [ 7] ,在每一区间 ( tj- 1, tj ) 和( tj , tj+ 1) 上可得如下关系式 :

V- 1 - E2S- 1Q
t
j + 1

t
j - 1

uc( t ) Uc
j ( t ) dt - EajS

- 1Q
t
j+ 1

t
j- 1

uc( t ) Uj ( t )dt + bjS
- 1Q

t
j+ 1

t
j- 1

u ( t ) Uc
j ( t ) dt =

     V- 1[ E2u�tt , j + Eaj ( V 1u�t , j + V 2u t , j ) + bj Vuj + bjL1u�t , j + bjL2u t, j ] + R
( 2)
j =

     E2 V- 1[ 1+ ( S/ 2) E- 1aj ( V 2- V 1) + ( S/ 2) E- 2bj ( L2- L1) ] u�tt, j +

     EV- 1aj ( V + E- 1a- 1j bjL) u0 
t, j

+ bjuj + R
( 2)
j , (17)

其中

  V1 = S
- 1Q

t
j

t
j- 1

U
(1)
j ( t )dt , V2 = S

- 1Q
t
j + 1

t
j

U
(2)
j ( t )dt ,

  L1 = S- 1Q
t
j

t
j- 1

( t - tj ) U
(1)
j ( t ) dt , L2 = S- 1Q

t
j + 1

t
j

( t - tj ) U
(2)
j ( t )dt ,

  L= L1+ L2, uj = u( tj ) , u�t , j = ( uj - uj- 1) / S, u t, j = ( uj+ 1- uj ) / S ,

  u0 
t , j

= ( uj+ 1- uj- 1) / (2S) , u�tt , j = ( uj+ 1- 2uj + uj- 1) / S
2# 

( 17)中的余项为

R
(2)
j = V

- 1
S
- 1Q

t
j

t
j - 1

( E
2
U
(1)
j d( t ) - ajEU

(1)
j c( t ) + bjU

(1)
j ( t ) )Q

t
j

t
j - 1

K
( j)
0 ( t , N) uc( N)dN)! ! �dt +

V- 1S- 1Q
t
j+ 1

t
j

( E2U(2)
j d( t ) - ajEU

(2)
j c( t ) + bjU

(2)
j ( t ) )Q

t
j + 1

t
j

K
( j+ 1)
0 ( t , N) uc( N)dN! ! 屯dt =
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V- 1S- 1( bj - b0)Q
t
j

t
j- 1

U(1)
j ( t )Q

t
j

t
j- 1

K
( j )
0 ( t , N) uc( N)dN� � t dt +

V
- 1
S
- 1

( bj - b0)Q
t
j + 1

t
j

U
(2)
j ( t )Q

t
j+ 1

t
j

K
( j+ 1)
0 ( t , N) uc( N)dN 1

� � � ,

dt +

V- 1S- 1E( a0- aj )Q
t
j

t
j- 1

U(1)
j ( t )Q

t
j

t
j- 1

K
( j )
0 ( N, t ) ud( N)dN ]dt +

V- 1S- 1E( a0- aj )Q
t
j + 1

t
j

U(2)
j ( t )Q

t
j+ 1

t
j

K
( j+ 1)
0 ( N, t ) uc( N)dNKdt (18)

及

  K
( j)
0 ( t , N) = T 0( t - N) - S- 1( t - tj- 1) ,

  T 0( K) = 1, K> 0; T 0( K) = 0, K< 0# 

这里还利用了( 13)、( 14)给出( 18)的最后一个等式# 

同时很容易选定

  E2 V- 1 1+ ( S/ 2) E- 1aj ( V 2- V 1) + ( S/ 2) E- 2bj ( L2- L1) u�tt , j +

     EV- 1aj ( V + E- 1a- 1j bjL) u0 
t, j

+ bjuj =

     E2 V- 1 1+ ( S/ 2) E- 1a0( V2- V1) + ( S/ 2) E- 2 b0( L2- L1)U u�tt , j +

     EV- 1aj ( V + E
- 1

a
- 1
0 b0 L) u0 

t , j
+ bjuj + R

(3)
j =

     E2H1u�tt , j + EH2aju0  
t , j

+ bjuj + R
(3)
j , (19)

其中

  H1 = V- 1 1+ ( S/ 2) E- 1a0( V2- V 1) + ( S/ 2) E- 2 b0( L2 - L1)�� �=

b0S
2

4E
2 1+ cth

K1S
2
cth

K2S
2

� � �, (20)

  H2 = V- 1 V + E
- 1

a
- 1
0 b0 L- =

b 0S
2a0E

cth
K1S
2

+ cth
K2S
2

a , (21)

  R
(3)
j = ( SE/ 2 V ) ( aj - a0) ( V 2- V 1) + ( bj - b 0) ( L2- L1) �u�t t, j +

V- 1Laj ( bja
- 1
j - b0a

- 1
0 ) u 0 

t, j
# (22)

由( 15)、( 17)和( 19)可得出方程( 1)解的如下关系式:

  l uj = E2H1u�tt , j + EH2aju0  
t, j

+ bjuj + Rj = f j ,   ( j = 1, 2, ,, M - 1) , (23)

其中   Rj = R
(1)
j + R

( 2)
j + R

(3)
j (24)

且 H1, H2, R
( 1)
j , R

(2)
j , R

(3)
j 分别由公式( 20) 、(21)、(16) 、(18)、(22) 给出# 

现在还需确定初值条件( 3)下的近似值# 先考虑等式

  Q
T

0
LuU0( t ) dt = Q

T

0
f ( t ) U0( t )dt ,

其中

  U0( t ) =
[ e

- K
2
( t
1
- t )

- e
- K

1
( t
1
- t)

] / ( e- K
2
S
- e- K1S) ,   t I ( t 0, t 1) ,

0, t I/ ( t 0, t1)# �

利用类似于( 23)证明的方法,有

  E2H0ut , 0- EB+ I 0( b0A - f 0) + r = 0, (25)

367奇异摄动初值问题的一致收敛有限差分法



其中

  I 0 = Q
S

0
U0( t )dt = E2 b- 10 [ K1(1 - e- K

2
S
) - K2(1 - e- K1S) ] / ( e- K

2
S
- e- K

1
S
) , (26)

  H0 = 1 + E- 1a0Q
S

0
U0( t )dt + E- 2 b0Q

S

0
tU0( t )dt =

S( K1- K2)
2sh( ( K1- K2) S/ 2)

e
( K

2
+ K

1
) S/ 2

, (27)

  r = Q
S

0
[ f (0) - f ( t ) ] U0( t )dt + EQ

S

0
[ a( t ) - a( 0) ] uc( t ) U0( t )dt +

Q
S

0
[ b ( t ) - b(0) ] u( t ) U0( t ) dt# (28)

由公式( 23)、( 25)得出( 1) ~ ( 3)的三点差分格式如下:

  l y S E2H1y�tt + EH2ay 0
t
+ by = f ,   t I XS, (29)

  y (0) = A , (30)

  E
2
H0y t, 0- EB + I 0( b0A - f 0) = 0, (31)

其中 H1, H2, I 0, H0分别由(20)、(21)、(26) 、(27) 给出# 

3  一致误差估计

本节讨论本文方法的收敛性# 误差函数 z = y - u, t I �XS是如下离散问题的解 ,

  l z = R ,   z I XS, (32)

  z ( 0) = 0, (33)

  E2H0z t, 0 = r, (34)

其中 R 和 r 由(24) 和(28) 定义# 

引理 311  设 z 为(32) ~ (34) 的解# 则当 j = 0, 1, ,, M - 1时有如下估计成立:

  $0 | zt , j | + | z j+ 1+ z j | [ C $0 | z t, 0 | + max
1 [ i [ m- 1

| R i | + S E
M- 2

i= 1
| R t , i |1

  )

, (35)

其中 $0 = max( E, S) # 

证明  用 z 0
t
乘(32) 式并考虑如下关系式

  H1z�t tz 0
t
= ( H1z

2
t )�t / 2 ,

  bzz 0
t
=

1
8
( b( ẑ + z )

2
)�t -

S
2

8
( bz

2
t ) �t -

1
8
b�t ( z + Ñ) 2+ S

2

8
b�tz

2
�t ,

我们有  1
2
E2( pz2t )�t + EH2az

2
0
t
+
1
8
( b ( ẑ + z )

2
)�t =

1
2
E2 qz2�t +

1
8
b�t ( z + Ñ) 2+ Rz 0

t
, (36)

其中   p = H1- S2 b/ 4E2, q = - S2 b�t / 4E
2
, ẑ = z ( tj+ 1) , Ñ= z ( tj- 1) , z = z ( tj )# 

用2S乘(36) 式并对 j (从 1到 s) 求和,同时考虑下式:

  2SE
s

j= 1

R j z 0 
t , j

= Rs ( zs+ 1+ z s) - R1( z 1+ z 0) - SE
s- 1

j= 1

R t, j ( z j+ 1+ z j ) ,

可得

  E2psz
2
t , s + 2EH2SE

s

j= 1

ajz
2
0  
t , j

+
1
4
bs( z s+ 1+ zs )

2
=
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     E2p 0z 2t , 0+
1
4
b0( z1 + z 0)

2
- R 1( z 1+ z 0) + Rs ( zs+ 1+ z s) +

     SE
s

j= 1

E2qjz
2
�t , j +

1
4
b�t , j ( z j + z j- 1)

2
- SE

s- 1

j = 1

R t , j ( z j+ 1 + z j ) ,

s [ M - 1# (37)

很容易检验

  
0 < c0 [ p [ c1, | q | [ C0     当 S [ E,

c0S
2 [ E2p [ c1S

2
, E2 | q | [ C0S

2  当 S \ E# d
(38)

由关系式( 37) ,利用( 38)又有如下不等式:

  Ds [ D* + SE
s

j= 1

djDj- 1+ Qj ,   s [ M - 1, (39)

其中

  Dj = E2pjz
2
t, j + bj ( z j+ 1+ z j )

2
/ 4 ,

  D* = C0D0 + C max
1 [ j [ M- 1

| R j |
2
,   C0 > 1 ,

  | Qj | [ C | R t , j | | z j+ 1+ z j | ,   ( j = 1, 2, ,, s - 1) , Qs = 0,

  0 [ dj [ C   ( j = 1, 2, ,, s ) # 

由( 39) ,通过积分不等式的差分模拟,又有

  Ds [ D* exp S E
s

i= 1

d i� � �+ S E
s

i= 1

| Qi | exp SE
s

j= i+ 1

dj� � �[

C $20z
2
t , 0+ | z 1 |

2
+ max

1 [ i [ M- 1
| R i |

2
+ SE

s- 1

i= 1
| R t , i | | zi+ 1+ zi |  � �# 

这就导出了( 35)式# 引理 311证毕# 

引理 312  设 R 和 r 分别由(24) 和(28) 定义# 则

  $0 | zt , 0 | [ CS, +R +C( X
S
) [ CS, SE

M- 2

i= 1
| R t, i | [ CS# 

利用( 6) ,由 R 和 r 的显式表达式显然可证# 

现给出最终精确结果# 

定理 311  设 u 为(1) ~ (3) 的解, y 为(29) ~ (31) 的解,则

  max
1 [ j [ M

| yj - uj | [ CS# (40)

证明  因为

  z j+ 1 = ( z j+ 1+ z j ) / 2+ ( Sz t, j ) / 2,

有    | z j+ 1 | [ | z j+ 1+ z j | / 2 + $0 | z t, j | / 2# 

( 40)立即可由引理 311和引理 312得出# 

4  数 值 结 果

例  应用格式( 29) ~ ( 31)计算如下问题的近似解:

  E
2
ud+ E2( t + 2) uc+ ( t

2
+ 4t + 3+ E) u =

     (1- E) ( t
4
+ 4t

3
+ (3 + 5E) t

2
+ E8t + 2E

2
) ,   0 < t [ 1 ,

  u(0) = 1, uc(0) = 1/ E ,

这里精确解 u ( t ) 由下式给出
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  u( t ) = e
- t( t+ 2) / 2E 2- e- 2t /E� � � (

+ t
2
(1 - E) # 

表1给出了 E = max
�X
S

| y - u | 的某些值# 

表 1

E
S 011 0105 0102

   5@ 10- 1 41972 300 E- 3 91050 000 E- 4 51710 000 E- 5

10- 1 31310 000 E- 2 51451 800 E- 3 41047 000 E- 4

10- 2 91942 600 E- 2 21622 960 E- 2 31075 400 E- 3

10- 3 11069 579 E- 1 11313 200 E- 2 61242 800 E- 3

10- 4 11784 120 E- 1 11478 800 E- 2 91987 700 E- 4
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A Uniformly Convergent Finite Difference Method

for a Singularly Perturbed Initial Value Problem

G M Amiraliyev,  Hakk¥ Duru
( Deptar tm ent of Ma them atics , Y Y Univer sity , 65080 VAN , TURKEY)

Abstract: Initial value problem for linear second order ordinary differential equation with small pa-

rameter by first and second derivatives is considered. An exponentially fitted difference scheme with

constant fitting factors is developed in a uniformmesh, which gives first_order uniform convergence in

the sense of discrete maximum norm. Numerical results are also presented.

Key words: singular perturbation; difference scheme; uniform convergence; initial value condition;

linear ordinary differential equation
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