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摘要:  在 N \ 2情况下构造了一种性质良好的小波母函数, 这种小波母函数 N 阶可导并且

趋于零的阶数为O | t | - N o n( | t | y ] ) , 同时具有N - 2阶消失矩和某种对称性# 文章还就 N =

4 的情况给出了计算实例# 
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引   言

Fourier 分析是纯粹数学和应用数学的一个重要工具, 它从 eix 出发构造了L
2 空间的正交

基, 但 eix不具有局部性, 所以 Fourier 分析不能作局部分析# 小波分析保留了 Fourier 分析的优

点, 弥补了它的不足, 它从具有正则性、局部性的小波母函数出发构造 L
2 空间的正交基, 使得

常见的如 Colderon_Zygmund算子在其上的表现几乎是对角化的矩阵# 为了使这种矩阵中偏离

对角线的元素趋向零的速度加快, 可采用具有若干阶消失矩的小波基# 

若小波母函数 W( t ) 的离散化 2
m / 2
W( 2

m
t - n) , m, n I Zs p 是L

2
空间中的标准正交基, 则

称 W( t ) 为正交小波母函数# 本文提出一种构造正交小波基的新方法, 它能构造出既有若干

阶消失矩又有很好局部性、光滑性以及对称性的正交小波基# 不难证明

定理 1  若¹ PE> 0, v c1, | W( t ) | [ c1( 1 + | t | )
- m- 1- E

,

º W( t ) I C
m

, 且 W
( l)

( t ) 有界, l [ m,

则 W( t ) 具有 m 阶消失矩# 

证明见参考文献[ 1]# 

本文提出的方法能构造出满足以下五个条件的小波母函数 W( t ) :

1) 2m/ 2 W( 2m
t - n) , m, n I Z� ��是L

2 空间的标准正交基,

2) Ŵ( X) 有紧支集, 即 vA < B , 使

  supp Ŵ < [ A , B ] ,

3) W( t ) = O( | t |
- N

) , N 为正整数,

4) W( t ) 有N - 2 阶消失矩,
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5) W( t ) 具有对称性# 

显然这样的正交小波母函数满足定理 1 中的条件# 所以当N \ 2时, 不难看出有 c2 > 0,

使

  | W( t ) | [ c2( 1+ | t | )
N- 1- E , ( 1)

这里 E> 0# 记 Wj , k( t ) = 2-
j
2 W( 2- j

t - k ) , 利用这样的小波母函数 W( t ) 可建立一组 L
2
[ 0, 1]

中的标准正交基:

  g0( t ) = 1,

  g1( t ) = E
l I Z

W0, 0( t + l ) ,

  g2( t ) = E
l I Z

W- 1, 0( t + l ) ,

  g3( t ) = g2 t -
1
2

析的,

      s

  g2
i
+ k ( t ) = g2

j( t - k # 2- j
) ,

      s

Pf I C[ 0, 1] 并且可以延拓为以 1为周期的周期函数, 则有:

  lim
M y ]

f - E
M

0
angn L

] = 0, ( 2)

这里 an = (f , gn ) # 

证明见参考文献[ 1]# 

同时满足条件 1) ~ 5) 的正交小波母函数是函数奇性分析的有力工具# 

1  平移正交系的构造

1988年, S. Mallat 提出了构造正交小波基的多尺度分析方法( multi_resolution analysis) , 简称

MRA 方法, 这实质上是在L
2空间中寻找一列子空间 Vm �m I Z, Vm < L

2和一个尺度函数 U( t ) ,

满足

1) Vm < Vm+ 1, Pm I Z;

2) ClosL
2 G

m I Z
Vm

� � (L

= L
2
( R ) ;

3) H
m I Z

Vm = 0< [� �,B;

4) 映照 S: Vm y Vm+ 1, Sf ( t ) = f ( 2t ) , Pf I Vm , m I Z;

5) U I V0, 且 U( #- n) , n I Z

� �   

为 V0 的标准正交基# 

由上面的条件 4) , 5) 可知, 2
m
2 U( 2m

t - n) , m , n I Z家自 是Vm 的标准正交基# 而 U I V0

< V1 ] U I V 1, 故 U( t ) 在 V 1 中可表示为

  U( t ) = E
n I Z

cnU( 2t - n) , ( 3)

可以证明

  W( t ) = E
n I Z

(- 1)
n�c1- nU( 2t - n) , ( 4)

是正交小波母函数, 即 2
m
2 W( 2

m
t - n) , m , n I Z 22� ��是 L

2
空间的标准正交基 ( 见参考文献

[ 2] )# 由 4) 可知 W的性质依赖于 U# 
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从Fourier 分析知识可知:

1) 令 Un( t ) = U( t - n) , 则 Un , n I Z使

� �   

是标准正交系的充要条件是

  E
k I Z

| Û( X+ 2kP) |
2

= 1, ( 5)

2) 令 H ( X) =
1
2 E

n I Z

cn e- inX
, ( 6)

这里 cn 是( 3) 中的系数# 则

  | H ( X) |
2

+ | H ( X+ P) |
2 S 1, ( 7)

由1) 不难证明:

3) 假定 U0 I V 0, 且 U0( #- n) , n I ZW� �- � 是V0 的一组基, 令

  Û( X) =
Û0( X)

E
k I Z

| U0( X+ 2kP) |
2 1/ 2, ( 8)

则由 U( t ) 经平移得 Un, n I Z[ , 它将是 V0 的一组标准正交基# 

对等式( 4) 的两边作Fourier 变换, 得

  Ŵ( X) =
1
2 E

n I Z

(- 1)
n

C1- ne
- /: nX

Û
X
2时满 =

- e /: X 1
2 E

n I Z

(- 1)
n- 1

C1- ne
- /: ( n- 1) X子 空 V Û X

2

� � � ,

=

- e
/: X

H
X
2 + P Û

X
2Cl , ( 9)

同理可得

  Û( X) = H
X
2

�Û
X
2

� � =

,

  H
X
2

� � m

=
Û( X)

Û
X
2

f� � (V
, ( 10)

于是有

  H
X
2

+ P n� � (Z=
Û( X+ 2P)
Û X/ 2 + P

� �&

&

� � &

, ( 11)

最后得

  W
^
( X) = - e

- /: X U^ ( X+ 2P)
Û X/ 2+ P, 故� �((

1

� �可表 中

Û
X
2

, ( 12)

用( 8) 代入( 12) 得

Ŵ( X) = - e- /: X

Û0( X+ 2P)

E
k I Z

| Û0( X+ 2kP) |
2

Û0 X/ 2 + P

� �(-

E
k I Z

Û0
X
2

+ ( 2k + 1)P4 W
2

明 Û0
X
2

金狮� �学系 力

E
k I Z

Û0
X
2

+ 2kP社,� �3 9
2

=

  - e
- /: X Û0( X+ 2kP)

Û0 X/ 2+ PSt
ÔU0

X
2 ns

E
k I Z

Û0
X
2

+ ( 2k + 1)P�� �I
2

E
k I Z

Û0( X+ 2kP)
2 E

k I Z

Û0
X
2

+ 2kP  �
2, ( 13)

因此问题归结为构造 Û0 # 
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2  U0 的构造法与 W的构造法

现在来构造 U0, 使得它的 Fourier 变换 Û0 经代入( 13) 得到的 Ŵ, 满足引言中条件 2) , 即存

在 vA < B, 使 supp Ŵ< [ A , B ] , 对这个 Ŵ作Fourier 逆变换得到的 W( t ) 满足条件 1)、3)、4) 、

5)# 条件3) 中的N 是正整数, 对于任意给定的N , 本文给出的方法都是适用的# 为了简单起

见不妨选取N = 4来构造# 

记 Bb = f ( t ) | f I L
2
, suppf̂ I [- b, b]S # 

取 b = 019P, h = 1, 所以 0 < h < P/ b , 再取 B= P/ h - b , 即 B= 011P# 

设

G ( x ) =

2

3B
3( x + b+ 2B)

3
x I - b - 2B, - b -

3
2
B

|

! ! 2

� (

" " �

,

- 2

3B3 ( x + b + B) 3
+

x
B

+
1
B

b +
3
2
Bur  x I - b -

3
2
B, - b -

B
2
B

" " �

,

2

3B3( x + b)
3
+ 1 x I - b-

B
2

, - b
I ( )

! ! n

C ,

令

Û0( X) =

1
2

G( X) ( X I [- b - 2B, - b ) ) ,

1
2

( X I [- b , b) ) ,

1
2

G(- X) ( X I [ b, b + 2B) ) ,

经Fourier 逆变换, 得

  U0( t ) =
32000

P4

sin2 P
40

tsin
P
20

tsinPt

t
4 # ( 14)

( 详见参考文献[ 3] )# 

Pf I B019P, 则(证明见参考文献[ 3] )

  f ( t ) = E
n I Z

f ( n) U0( t - n) , ( 15)

所以 U0( #- n) , n I Z 是B019P的一组基, 对其正交化# 令

  U( t ) = F
- 1

{
Û0( X)

E
k I Z

| Û0( X+ 2kP) |
} ( t ) , ( 16)

以此 U( t ) 作为尺度函数, 显然 U( #- n) , n I Z,

� �1 2

是 V0 的标准正交基, 故 Vm m I Z, Vm < L
2

和 U( t ) 构成一多尺度分析, 其中 V0 = span U( #- n) , n I Z^ , 而

  Sf ( t ) = f ( 2t ) ,

  S: Vm | y Vm+ 1 # 

由于 supp Û0 < [- 111P, 111P] , 由( 16) 可知:

  supp Û < [- 111P, 111P] , ( 17)

而当 X I [- 111P, 111P] 时,

  E
k I Z

| Û0( X+ 2kP) |
2

= | Û0( X- 2P) |
2
+ | Û0( X) |

2
+ | Û0( X+ 2P) |

2
,
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  U( t ) = F
- 1

Û0( X)

| Û0( X- 2P) |
2
+ | Û0( X) |

2
+ Û0( X+ 2P)

F ( t )# ( 18)

图  1

从图 1 看, 由于
d

dXÛ0( X) ,
d2

dX
2 Û0( X) ,

d3

dX
3 Û0( X)

均存在且连续,
d4

d X
4 Û0( X) 几乎处处存在, 由

Fourier 反变换可以得出结论:

  U0( t ) = O( | t |
- 4

) , ( 19)

同理可以知道

  W( t ) = O( | t |
- 4

) , ( 20)

又因为

  supp Û= [- 111P, 111P] ,

  supp Û( #+ 2P) = [- 311P, - 019P] ,

  supp Û
1
2 #� � (= [- 212P, 212P] ,

  supp Û
1
2 #+ P 3

� � 2

= [- 412P, 012P] ,

  supp Û( #) Û( #+ 2P) = [- 212P, - 019P] ,

  supp Û( #) Û( #+ 2P) < suppÛ #
2

+ PI ( ,

  suppW= [- 212P, - 019P]# 

下面证明这里的 W( t ) 有 2阶消失矩# 

由( 20) 可知 W( t ) 满足定理1 中条件 ¹ # 

由 G ( X) , Û0( X) 的表达式以及( 13) 可知, 对任意正整数 M, 有

  ( iX)
MŴ( X) I L

1
(- ] , ] )# 

定理 2  若 f̂ ( X) 连续且有紧支集, 则对任意正整数 M, f
( M)

( t ) 一致连续# 

证  记 F 为L
1
(- ] , ] ) 上的 Fourier 变换, F

- 1 为 Fourier 逆变换, 设 suppf̂ = [- A , A ]

  F
- 1  f ( t ) =

1
2PQ

]

- ]
f̂ ( X) eiXtd X,

  f
(M )

( t ) = F
- 1

( i X)
M
f̂ ( X) � �(( =

1
2PQ

A

- A
( iX)

M
f̂ ( X) eiXtdX,

所以对任意 h > 0, t I (- ] , ] ) ,

  | f
(M)

( t + h ) - f
(M)

( t ) | [ 1
2PQ

A

- A
| ( i X)

M
f̂ ( X) | | eiX( t+ k )

- eiXt
| dX =

1
2PQ

A

- A
| XM

f̂ ( X) | eiXt
- 1 | d X, ( 21)

( 21) 式右端不含 t , 故 f
(M)

( t ) 一致连续# 证毕# 

由定理2 知, W
( M)

( t ) 一致连续, 并且 X
M
Ŵ( X) I L (- ] , ] ) , 所以 lim

| t| y ]
W

( M)
( t ) = 0, 从而

W( t ) 满足定理 1 中条件 º , 就是说 W( t ) 有 2 阶消失矩# 

显然, 当 t1 = t -
1
2 时, 经变换 平移

1
2 (, 记 W( t ) = W1( t ) + iW2( t ) , 则
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  W1( t 1) = -
1
2PQ

]

- ]
g( X) cos( t 1X) dX = W1(- t1) ,

  W2(- t 1) = -
1

2PQ
]

- ]
g ( X) sin(- t 1X) dX = - W2(- t 1) # 

这说明把 t 轴平移1/ 2后, W1( t ) 成为偶函数, W2( t ) 成为奇函数, 即 W( t ) 的实部与虚部具

有某种对称性# 这就证明我们构造的 W( t ) 完全满足引言中提出的五个条件# 

完全类似地, 可以证明: 若取

  U0( t ) =
1024 @ 10

4

P
5

sin2 P
80

tsin2 P
40

tsinPtcos
P
40

t

t
5 , ( 22)

代替( 14) 可得相应的 W( t ) , 它满足:

1) 2m/ 2 W( 2m
t - n) , m, n I Z2 是L

2 中的标准正交小波基,

2) supp Ŵ有紧支集,

3) W( t ) = O( | t |
- 5

) ,

4) W( t ) 具3 阶消失矩,

5) W( t ) 有某种对称性# 
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Construction of Wavelet Bases with

Vanishing Movement

Peng Ruiren1,  Chen Jiming1,  Peng Kang2

 1Scien ce College , Shanghai Un iver sity ; Shan gha i 200072, P R China ;

 2Changzhou Textile Indu str ial Coll , Chan gzhou , 213000, P R China

Abstract: A kind of mother wavelet with good properties is constructed for anyN \ 2 , which is dif-

ferentiable for N times, converges to zero at the order of O( | t | - N ) ( t y ] ) and has N_2 order of

vanishing movement and some property of symmetry meanwhile. A computation example forN = 4 is

also given.

Key words: vanishing movement; scaling function; orthgonal mother wavelet

240 彭  瑞  仁   陈  基  明   彭    康


