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有限变形弹性体 J积分守恒及其对偶形式
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摘要:  基于势能原理与余能原理的对偶关系,给出了有限变形弹性体的 J 积分形式及其对偶

形式,并在弹塑性有限变形的前提下给出其路径守恒的证明# 
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引   言

二维弹性体的路径无关积分首先由 Eshelby[ 1]提出,而后 Rice[ 2] 1967年开始用于断裂力学

研究提出 J积分,Rice指出 J积分的物理意义相当于裂纹单位长度扩展的能量释放率, J积分是

断裂力学的一个重要概念# 1972年Knowles和Sterberg将二维 J积分推广到三维,定义了七个

曲面面积的守恒积分# 国内陆美子[ 3]
,陈至达

[ 4]
等给出了一类新的三维路径守恒积分及三维

J积分的定义# J积分的提出使人们摆脱了直接求解裂纹尖端解析解的困难# 转而寻求 J积

分与断裂的关系# 如弹塑性断裂常数裂纹尖端张开位移Dt ,在二维 Ñ型情形下Dt与 J之间存

在线性关系,而在三维情形下数值计算已经表明Dt与 J之间的线性关系仍然存在[ 5]
,但理论上

仍需进一步的论证# J积分与断裂的关系研究是断裂力学的一个重要内容, J积分的建立对断

裂力学的数值计算提供了可靠的数学基础# 当前 J积分的研究仍是表面裂纹,裂纹前缘场奇

异性分析,计算断裂动力学等的热点之一[ 6] # 

Rice提出的 J积分实际上是势能型积分,由弹性力学的变分原理可知势能与余能是互为

对偶关系的,因此可以建立相应于余能的 J积分形式# 对于弹塑性体在裂纹尖端往往存在着

大应变,因此有必要研究在有限变形条件下裂纹尖端的路径积分的守恒性,以揭示材料裂纹尖

端在有限变形下的守恒规律, 为研究材料的弹塑性断裂提供理论基础# 

1  有限变形体的 J积分及其对偶形式

由弹性力学的变分原理[ 7]可知, 弹性体的势能与余能是具有对偶形式的# 而由 Rice对 J

积分的解释可知 J积分是势能型积分,因此可以建立相应于余能原理的 J积分的对偶形式# 

对于一般的二维有限变形弹性体 J积分及其对偶形式 Jc可以表示为:

  J = Q#
Ady - Q#

Ti #
5 ui

5x ds, (1)
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  Jc= Q#
B +

1
2 # uk, i # uk , j # Rij 00dy - Q#

5Ti

5x # uids , (2)

图  1

式中 Ti 为积分围线上各点的应力, ui 为积分围线上各

点的位移,如图 1# A, B 为弹性体在有限变形下的能量

密度和余能密度# 即:

  A = Q
E
ij

0
Rij dEij , (3)

  B = Q
R
ij

0
EijdRij# (4)

在式( 1) ~ ( 4)式中各量都满足有限变形弹性体的控制

方程# 

J积分及其对偶形式由于是建立在能量原理的基础

上,对小应变 J积分已证明是路径守恒的,对有限变形弹性体也成立# 由 J积分及其对偶形式

Jc的形式( 1) , ( 2)可知在小应变及有限变形的条件下 J积分具有相同的形式,而其对偶形式 Jc

去除高阶项即可得到在小应变下的积分形式# 

2  有限变形下 J积分及其对偶形式 Jc的路径守恒性

考虑有限变形弹塑性体(非卸载) ,采用 Lagrange 坐标系,利用变形前确定物体内一点的坐

标来确定该点在随后变形中的位置,则有限变形弹性体问题的控制方程
[ 8]
为:

( 1)平衡方程

  [Dik + u i, k ) Rkj ) ] , j + f i = 0; (5)

( 2)几何协调方程

  Eij =
1
2 ( ui , j + uj, i + uk, i # uk , j ) ; (6)

( 3)应力应变关系(非卸载)

  Rij =
5A( Eij )
5Eij

,  Eij =
5B ( Rij )
5Rij

; (7)

( 4)力边界条件

  (Dik + u i, k ) # Rkj # nj = �p i ; (8)

( 5)位移边界条件

  ui = �ui# (9)

式中Dij 为Kroneker符号, A , B分别为弹性体的能量密度和余能密度,其定义见式(3) , (4) # 
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如图 2,取裂纹尖端的任意积分回路 # = #1+ BBc+ #2+ AAc, 由于在裂纹自由面 x 轴上

无外力则利用 Green公式,可得:

  Q#
1
+ #

2

Ady = QQ8

5A
5x dxdy = QQ8

5A
5Eij

5Eij
5x dxdy =

      QQ8
Rij # 5

5x
1
2
( u i, j + uj, i + uk, i # uk , j ) dx dy =

      QQ8
Rij #

5 ui , j

5x + uk , i #
5 uk , j

5x性材 的弹! dxdy# (10)

上式利用了 Rij = Rji # ( 11)
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  Q#
1
+ #

2

Ti #
5 ui

5x ds = Q#
1
+ #

2

(Dik + u i , k ) # Rkj # nj #
5 ui

5x ds =

      QQ8

5
5xi

(Dik + ui , k) # Rkj #
5 u i

5xi� � � dxdy =

      QQ8
Rij , j

5 ui

5x + Rij #
5u i, j

5x + Rkj, j # u i, k #
5 ui

5x +应变

      Rkj # u i, kj #
5 ui

5x + Rkj # u i, k #
u i, j

5x� � dxdy# (12)

不计体力并将平衡微分方程( 5)两边同乘 5 ui / 5x ,同时利用式(11) 化简(12) 可得:

  Q#
1
+ #

2

Ti #
5 ui

5x ds = QQ8
Rij

5u i, j

5x + uk, i
5uk , j

5x �i dxdy# (13)

比较式( 10) , ( 13)可知:

  Q#
1
+ #

2

Ady - Q#
1
+ #

2

T i #
5 ui

5x ds = 0# (14)

图  2

由于 #1, #2 的任意性及取向相反, 由积分恒等式

(14) 可知对任意裂纹尖端路径 # 有限变形弹性体 J

积分守恒# 

212  有限变形弹性体 J积分的对偶形式 J c路径守

恒的证明

如图 2,取裂纹尖端的任意积分回路 # = #1+

BBc+ #2+ AAc,由于在裂纹自由面 x轴上无外力,利

用Green公式及式( 4) , ( 11) , 可得:

  Q#
1
+ #

2

B +
1
2
uk, i # uk , j # Rij dy =

      QQ8

5B
5Eij

5Eij
5x + Rij # uk , i #

5 uk , j

5 x
+

      1
2

uk , i # uk, j #
5Rij

5x )dxdy = QQ8
Eij #

5Rij
5x + Rkj # uj, k #

5u i, j

5x +

      1
2

# uk, i # uk , j #
5Rij
5x

dxdy ( 15)

  Q#
1
+ #

2

5Ti

5x # uids = Q#
1
+ #

2

5
5x [ (Dik + u i, k ) # Rkj ] # uids =

      QQ8

5
5xj

5
5x [ (Dik + u i, k) # Rkj ] # ui dxdy =

      QQ8
u i, j #

5Rij

5x + Rkj # u i, k #
5u i, j

5x + uk, i # uk , j #
5Rij
5x

3

dxdy (16)

式( 16)的推导中不计体力且同时利用了 Green公式及式( 5) , ( 7)和( 11)# 

比较式( 15) , ( 16)利用几何协调方程( 6)可知:

  Q#
1
+ #

2

B +
1
2
uk, i # uk , j # Rij� � �dy - Q#

1
+ #

2

5Ti

5x # uids = 0 (17)

由于 #1, #2的任意性及取向相反,由积分恒等式(14) 可知对任意裂纹尖端路径 #有限变形弹

性体 J积分的对偶形式 Jc也守恒# 
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3  结   论

本文给出了弹塑性体在有限变形条件下的 J积分及其对偶形式 Jc,并在有限变形的条件

给出了其证明# 基于上面的过程对于动态以及运动裂纹在有限变形条件下也同样可以给出其

相应的 J积分及其对偶形式 Jc,可以证明其具有路径守恒性# 
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Path_Independent J_Integral and Its Dual Form in

Elastic_Plastic Solids with Finite Deformation

Wu Xiangfa, Fan Tianyou, Liu Changhe

Resear ch Center of Mater ials Science , Beijin g Univer sity of

Science and Technology , Beijin g 100081, P R China

Abstract: In this paper, based on energy variation principles of elastic_plastic solids, the path_inde-

pendent J_integral and its dual form in elastic_plastic solids with finite displacements are presented.

Whoce testification is given there after.
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