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摘要: � 在 Banach 空间中研究与时间有关的抛物型发展微分包含, 这一问题与非线性分布参

数控制系统的研究密切相关�� 我们证明了 mild_解的存在性, 同时研究了解集的拓扑性质�� 本文的

研究发展和推广 J. P. Aubin 等人的方向和结果��
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引 � �言

近十多年来, 由于控制论和经济学领域的需要, 使得微分包含的理论研究得到了深入的进

展, 相继取得一些重要的结果��关于对微分包含理论的系统叙述, 可以参考[ 1]��为了适应控

制论的需要, 文[ 2~ 4] 相继研究了以下形式的半线性微分包含的初值问题:

� � x�( t ) + Ax ( t ) � F ( t , x ( t ) ) , a. e. t � I , x (0) = x0, (1)

其中 , A 是一个线性半群(紧的或者是等度连续的) 的生成元, X 是一个可分的 Banach 空间, I

= [ 0, T ] 是直线上的某个有限区间, F: I � X � 2
X

\ �是一个集值映象�� 利用不动点方法, [ 2

~ 5] 分别在不同的条件下证明了问题(1)mild_解的存在性�� 已有的结果所存在缺陷是算子A

与时间 t 无关,反映在控制问题中,即是受控系统为时不变系统, 这自然是一个需要进一步研

究的问题�� 本文的目的是在一般的 Banach 空间中研究如下的具有时变因素的抛物型微分包

含:

� � x�( t ) + A ( t ) x ( t ) � F ( t , x ( t ) ) , a. e. t � I , x ( 0) = x 0�� (2)

我们证明了凸值情形的存在性定理, 同时研究了解集的性质, 所得到的结论既为非线性分布参

数控制问题的研究提供了一个基础, 同时也相应地改进和推广了文献[ 2~ 4] 中的主要结论��

1 �预 备 知 识

设 �是拓扑空间, X 是一个 Banach 空间, F : � � 2
X

\ �是一个集值映象�� 称 F 是上半

连续的,如果对于X 的任意一个闭集, B, F
-
( B ) = x � �: F ( x ) � B � � el是一个闭集��

称 F 是下半连续的,如果对于X 中任意一个开集O, F
-
( O) 是一个开集�� 设( �, �) 是一个可

测空间,称 F 是可测的,如果对于 X 中 Borel 可测子集 B , F
-
( B) � ��� 事实上, F 是一个可
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测映象当且仅当定义在( �, �) 上的函数 x � d ( y , F ( x ) ) 对于任意的 y � X 是可测的�� 称

f : � � X 是F 的一个选择, 如果对任意的 x � �, f ( x ) � F ( x )�� 当 f 又是连续(可测) 函数

时,称为是 F 的一个连续(可测) 选择�� 我们以 C[ I , X ] 表示定义在 I 上所有连续的X_值函

数按照范数 � x � 0 = sup � x ( t ) � : t � I mi所形成的 Banach 空间,又以 L
p
[ I , X ] (1 � p �

� ) 表示 I 上的所有Lebesgue_Bochner 可积函数按照范数 � x � p = �
T

0
� x ( t ) � p dt包含

1/ p

形成

的Banach空间�� 记 S
p
F = f � L

p
[ �, X ] : f (�) � F (�) a. e.群( �� 按照[ 5] ,我们知道 S

p
F � �当

且仅当 有 inf � y � : y � F ( x ) �� �个 集值� L
p
[ �, X ] , 特 别地, 如果 我们 记 � F( x ) � =

max � y � : y � F ( x )反映 ,则当存在一个 g(�) � L
p
[ �, R+ ] 使得有 � F ( x ) � � g ( x ) a. e. 时,

必有 S
p
F � ���

设 X 是一个 Banach 空间,对于 0 � s � t � T , U( t , s) 是 X 上的有界线性算子,如果有

1) U( t , t ) = I � (0 � t � T ) ;

2) U( t , �) U( �, s) = U( t , s ) � (0 � s � � � t � T) ;

3) U(�, s ) 对[ s , T ] 在 X 上强连续, U( t , �) 对[ 0, t ] 在 X 上强连续��

则我们称双参数有界线性算子族 U( t , s) : 0 � s � t � T �  是X 上的发展算子��

我们首先考察以下的抽象 Cauchy 问题

� � x�( t ) + A ( t ) x ( t ) = f ( t ) , � � x (0) = x 0, (3)

其中, f (�) � L
1
[ I , X ] , 当 f = 0 时,由(3) 得到相应的齐次时变发展方程

� � x�( t ) + A ( t ) x ( t ) = 0, � � x (0) = x 0, (4)

我们对( 3) 和( 4) 中的算子 A 作如下的假设:

(A1) �对任意的 t � [ 0, T ] , A ( t ) 是 X 上的闭稠定算子,并且其定义域 D(A( t )) 与 t 无关��

我们以后用 D(A ) 表示相关的定义域��

(A2) �对任意的 t � [ 0, T ] , � � C : Re� �vi0 � �( A( t ) ) ,并且对满足Re� � 0的复数

�有

� R( �; A ( t ) � �
c0

1 + | � |
,

其中, R ( �; A ( t ) ) = ( �I + A ( t ) )
- 1 表示算子 A ( t ) 预解式, 而 c0 表示一个与时间无关的常

数��

(A3) 对任意的 t , �, s � [ 0, T ] 有

� � � [ A ( t ) - A( �) ] A
- 1
( s) � � c | t - � |

�� � (0 < � � 1)��

引理 1�设假定( A1) ~ (A3) 成立, 则存在一个发展算子 U( t , s ) (0 � s � t � T) 满足以下

条件:

1) U( t , s) 关于 t 在[ 0, T ] 上强可微, 并且 �U( t , s ) / �t 是线性有界算子 ;

2) U( t , s) � D(A ) , 0 � s < t � T ;

3) �U( t , s ) / �t + A ( t ) U( t , s) = 0 (0 � s < t � T ) , U( s, s ) = I ;

4) 存在一个常数K > 0 使得对 � � [ 0, 1] ,有

� � � A�( t ) U( t , s ) � 0 � K / ( t - s ) (0 � s < t � T ) ,

其中, A
�表示算子A 的分数幂,定义见[ 6, p355] ;

5) 对任意的 x 0 � X , 方程(4) 有唯一的解 x ( t ) = U( t , 0) x 0( t � I ) ��

证明 �见[ 6] ( 定理5�8�4, 引理 5�8�6, p381~ 393)��
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引理 2�设( A1) ~ (A3) 成立, f � L
1
[ I , X ] ,则发展方程(3) 存在唯一的 mild_解

� � x � C[ I , X ] , � x ( t ) = U( t , 0) x 0+�
t

0
U( t , s) f ( s)ds ��

证明 �见[ 6] ( 定理5�8�5, p387)��

我们定义一个映象 Gt : L
1
[ I , X ] � C[ I , X ] ,对 f � L

1
[ I , X ] ,

� � G t (f ) = U( t , 0) x 0+�
t

0
U( t , s) f ( s)ds�� (5)

则对于任意的 f � L
1
[ I , X ] , G (f ) 是一个连续的 X_值函数��

我们称 x (�) � C [ I , X ] 是发展微分包含问题(4) 的一个mild_解,如果存在F 的一个可测

选择 f 使得 x 是初值问题(3) 的一个mild_解��

2 �存 在 性

本节我们研究当 F 取凸值时,发展微分包含(2)mild_解原存在性,我们首先证明下面的引

理��

引理 3�设 X 是 Banach 空间, F : I � D(A ) � 2
X

\ �取闭凸值,且满足

(H1) � F(�, x ) 可测, F( t , �) 上半连续��

(H2) � 存在一个可积的函数 k ( t ) 使得

� � � F ( t , x ) � � k( t ) (1+ �A ( t ) x � ) � � ( k (�) � L
1
[ I , T+ ] ) ,

则对任意的 f � L
1
[ I , X ] ,我们有

( 1) 映象 t � H ( t) = F( t , G t f ) 取闭凸值, 可测, 并且是积分有界的 ;

( 2) 映象 Z( f ) = g � L
1
[ I , X ] : g ( t ) � F ( t , G t f, ) 取闭凸值,并且上半连续��

证明 �由前面的说明, 映象 t � G t ( f ) 是连续的, 从而由假设知H ( t) 是可测的,再由 F 取

闭凸值,可知H 取闭凸值,我们现在证明H 是积分有界的,由引理 1,我们有

� � � A( t ) G t f � � ( c � x 0 � / t ) + c�
T

0
(1/ t - s ) � f ( s ) � ds, (6)

从而我们容易得到

� ��
T

0
�A( t ) G tf � dt < � � ( �f � L

1
[ I , X ] )�� (7)

又由假设可知:

� � �H ( t) � = � F( t , G t f � � C (1+ �A ( t ) G t f � ) , a. e. (8)

这样 H 是积分有界的,结论(1) 证完�� 注意到引理的假设, Z 取闭凸值是显然的,我们以下证

明 Z 是上半连续的�� 因为 F( t , �) 上半连续, 于是由 G tf 关于 t 的连续性,我们知道 Z 是上半

连续的��

本节的主要结果是

定理 1�设 X 是 Banach 空间,引理1和引理3中的假设成立�� 又存在L
1
[ I , X ] 中一个紧

凸值 �使得对任意的f � �, � � Z (f ) � ��� 则发展微分包含问题(2) 必存在mild_解��

证明 �由引理 3, 对每个 f � �, Z( f ) 是 L
1
[ I , X ] 的闭凸集,并且是上半连续的�� 由假

设, 对任意的 f � �, Z( f ) � � � �,从而由变形的Kakutani不动点定理( [ 7] , 定理12, p344) ,

存在 f
* � �, f * � Z( f

*
)�� 由 Z 的定义,我们有 f

*
( t ) � F ( t , G tf

*
) a. e. 取 x ( t ) = G tf

*
,

t � I�� 则显然有 x (�) � C[ I , X ] , x (0) = x 0�� 由引理 2, x 是以下发展方程的唯一解:
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x�( t ) + A( t ) x ( t ) = f
*
( t ) , x (0) = x 0�� 于是 x 是发展微分包含问题(2) 的 mild_解��

注 1� 实际上, 在定理1 中只需要假设 � 是L1[ I , X ] 中的弱紧凸子集即可�� 现在我们进一步说明在什么

条件下能够存在L 1[ I , X ] 中的一个弱紧凸子集满足定理1中的条件�� 为此我们设 X 是一个自反的 Banach空

间�� 又在引理1 的(4) 中设 � � (1, 0] 及 0 < � < 1/ ��� 则 Lp [ I , X ] 也是一个自反的 Banach 空间�� 又由定

理的证明过程可知对 t � I , A�( t) G tf � Lp [ I , X ] , 其中 f � Lp [ I , X]�� 由(8) , 我们得到 Z( f ) � Lp [ I , X ] ,

� Z( f ) � � k ( t ) (1 + � f � p)�� 因为 k 是可积的,从而我们可设其是有界的(否则从 I 中除去一个测度为零

的集合) , 这样如果存在两个常数 � > 0, � � [ 0, 1] 使得

� Z( f ) � � �� f � p 对于所有使 � f � p > �的f � Lp [ I , X ] 成立,则定理 1中的条件必是满足的�� 但

由上面的分析易知存在 Lp[ I , X ] 的开球 BR (0) 使得 Z( f ) � BR (0) , � f � BR( 0)�� 于是 � 的存在性是一个显

然成立的事实��

注 2� 如果假设 A ( t) 能够生成一个紧的发展算子, 那么如同与时间无关的情形一样, 也可以得到一个满

足定理1中条件的紧凸集 � ,或者 A ( t) 生成一个等度连续的发展算子而 F 满足适当的非紧性条件, 则满足定

理 1的 � 也是存在的��

定理 2�设定理 1中的假设成立��则发展微分包含问题( 2) 的 mild_解集是 C[ I , X ] 中的

一个闭子集��

证明 �我们以 Sol( F ) 表示问题(2) 的解集,则显然有

� � Sol( F) = x (�) � C[ I , X ] : x ( t ) = Gt f , t � I , f � Z( f ) : f � �c  (x , (9)

注意到 G t 的连续性,我们只需证明集合D = f � �: f � Z( f ) )

� ��从

是一个闭集, 事实上,我们设

f n � f 0, ( f n) � ��� 因为 � 是一个紧集, 从而有 f 0 � ��� 又 Z 是上半连续的, 于是可以设

Z (f n) � Z( f 0) + B�(0) 对于充分大的 n 成立,其中 B�(0) 表示 L
1
[ I , X ] 中的开球�� 于是对

任意的 �> 0, 有 f 0 � Z( f 0) + B�(0)�� 但 Z( f 0) 是闭凸集,从而我们得到f 0 � Z( f 0) ,即集合

D 是一个闭集��
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Existence of Solutions for Parabolic Type

Evolution Differential Inclusions and the

Property of the Solution Set

Wang Zhihua
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Abstract: In this paper, parabolic type differential inclusions with time dependenoe are discussed and

this problem is related to the study of the nonlinear distributed parameter control systems. An exis-

tence theorem of mild_solutions is proved, and a property of the solution set is given. The directions

and the results by J. P. Aubin et al are generalized and improved.

Key words: evolution operator; set_valued map; differential inclusion; mild_solution; fixed_point
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