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摘要:  本文以弹性力学中的摩擦问题为背景,讨论了非线性、不可微的混合变分不等式解的

存在唯一性,给出相应的边界变分不等式及其解的存在唯一性# 为使用边界元方法数值求解提供

了理论依据# 
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引   言

本文所讨论的静态摩擦问题是一种非线性单侧边值问题# 众所周知, 一般线性椭圆边值

问题往往对应某个线性变分方程, 其解的存在唯一性通常可利用 Lax_Milgram 定理或 Babuska

定理获得# 然而这里的单侧边值问题却对应了一种混合变分不等式
[ 1]# 由于其中含有非线性

不可微泛函项, 因此无法采用通常线性化手段, 从而有关线性变分不等式解的存在唯一性定

理也不适用# 由此可见, 这里所讨论的摩擦问题解的存在唯一性问题较一般边值问题的难度

大# 在第 1 节中,首先简化摩擦问题的单侧边值问题, 然后给出了一个混合变分不等式解的

存在唯一性定理, 它的已知条件同线性变分不等式解的存在唯一性定理中的已知条件十分相

似# 在第 2 节中把在区域上作积分的区域型变分不等式化成在边界上作积分的边界型变分不

等式,这样可避免使用有限元方法,代之以边界元方法,这对减少计算量,提高计算精度十分有

效,尤其对非线性变分不等式这种减少计算量的考虑是很有必要的# 然而采用边界元方法的

基础需先建立相应的边界变分不等式, 并证明其解是存在唯一的# 这即是本文的主要内容# 

因篇幅有限,关于边界混合变分不等式的边界元方法及有关误差估计将另文给出# 

假设 8是R
2中具有光滑边界 #的有界开区域,设 # = #0 G #1, #0 H #1= <且meas( #0)

> 0,定义

  K = u I H
1
( 8 ) , u | #

0
= 0 re; a( u, v) = Q8

ü# v̈dx + Q#
u#vdx ;

  G( v) = cQ#
1

| v | ds ,  c > 0 是给定的常数 ;

  �K = v 在 # 上的迹, v I Ka c = H
* 1/ 2

( #) ;
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  H
* - 1/ 2

( #) = L I H
- 1/ 2

( #) ,Q#
Lds = 0 2� � � ;

  VA = H
*
1/ 2+ A

( #) @ H
*
- 1/ 2+ A

( #) ,

其中H
m
( #) 和H

A
( #) 分别表示整数和分数次的 Sobolev 空间, 且设 f I H

1
( # )# 易见 K 是

H
1
( #) 上的闭线性子空间# 

1  摩擦问题与相应的单侧边值问题

111  极值问题与变分不等式

由文[ 3] 知,服从 Coulomb 定律的线性弹性体双侧接触的静态摩擦问题, 其变分形式的提

法是求泛函

    1
2
a ( v , v ) - Q8

f vdx + cQ#
1

| v | ds

在K 上的极小点u ,它可等价地归化为解如下混合变分不等式:

求 u I K , 满足 a( u, v - u ) \ G ( u) - G( v) + Q8
f ( v - u)dx ,  Pv I K , (111)

不等号右端的泛函 G(#) 是不可微的# 

112  变分不等式与边值问题

定理 111  问题( 111) 的解可由下列非齐次方程的单侧边值问题表征:

    

- $u + u = f ,     a. e. 8 中;

u = 0, a. e. #0 上;

| 5u/ 5 n | [ c,     a. e. #1 上# #

(112)

证明  令 u I K 满足(211) , 由Green 公式有:

    Q8
(- $u) ( v - u)dx + Q8

u( v - u)dx + Q#

5 u
5 n( v - u) ds \

Q8
f ( v - u )dx + cQ#

1

( | u | - | v | )ds ,   Pv I K# (113)

取 v = w + u, 其中 w I H
1
0( 8) , 显然 v I K ,且( v - u ) | # = w | # = 0,则

    Q8
(- $u + u)w dx \Q8

fw dx ,   Pw I H
1
0( 8) ,

上式对于- w I H
1
0( 8 ) 也成立,因而

    Q8
(- $u + u)w dx = Q8

fw dx ,   Pw I H
1
0( 8) ,

从而在广义函数意义下得到:

    - $u + u = f ,   8 中# 

将上式代入( 113)式,

Q#
1

5 u
5 nv + c | v |� � �d s - Q#

1

5u
5nu + c | u |� �ds \0,   Pv I K# (114)

记 7 = W I H
1/ 2

( #) | suppW< < # � -

� ��

,若 W I 7 ,在(114) 中取 v = ? KW, K\ 0,于是

KQ#
1

? 5 u
5 nW+ c | W| �d2s -Q#

1

5u
5nu + c | u | �d s \ 0,   PK\0, PW I 7 # 

当 K= 0,有
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    Q#
1

5u
5nu + c | u | #� ds [ 0, (115)

于是必有   Q#
1

? 5 u
5 nW+ c | W* |

� � - 1

ds \ 0,   PW I 7 ,

即      Q#
1

5 u
5 nWds [ cQ#

1

| W| ds ,   PW I 7# (116)

( 116) 表明映射

    WyQ�
1

5 u
5 nWds = Q#

1

c
- 1 5u

5n#� � � 1 cWd s

在 7 上连续, 7 具有由L
1
( #) 诱导的拓扑, L

1
( #) 上的范数是

    Q#
1

c | W| ds # 

由于 7 在L
1
( #) 上稠密,于是由有界线性泛函在稠集上的保范延拓定理及(116) 知

    c
- 15 u/5 n I L

]
( #) , 且范数 [ 1

即      | 5 u/ 5 n | [ c,   p. p. #1 上# (117)
反之,若( 112)成立, 则

    (5u /5 n) ( v - u) + c( | v | - | u | ) \ 0,   # 上, Pv I K# (118)
对- $u + u = f 的两端用( v - u) 作内积, 然后利用 Green 公式,可得

    a( u, v - u) - Q8
f ( v - u)dx - Q#

1

5u
5 n( v - u)ds = 0, (119)

利用( 118) 有

    a( u, v - u) - Q8
f ( v - u)dx - Q#

1

5u
5 n( v - u)ds +

        Q#
1

5 u
5 n ( v - u )ds + cQ#

1

( | v | - | u | )ds \0,   Pv I K# u

113  边值问题的简化

设 u0 I H
1
0( 8) 是下列齐次边值问题的弱解

    
- $ u0+ u0 = f ,   8 中,

u0 = 0,       #0 上, �
(1110)

因此,对于 u I K , f I L
2
( 8 ) ,类似(119) 的推导,由 Green 公式有

- a( u0, v - ( u - u0) ) = - Q8
f ( v - ( u - u0) )dx - Q#

1

5 u0

5 n ( v - ( u - u0) ) ds# 

(1111)
由( 111)知,若 u 还是( 111) 的弱解,则满足下列不等式

a ( u, v - ( u - u0) ) \ G( u) - G ( v + u0) + Q8
f ( v - ( u - u0) )dx ,   Pv I K# 

(1112)
将( 1111)和( 1112)相加, 有

a ( u - u0, v - ( u - u0) ) \ G ( u) - G( v + u0) - Q#
1

5 u0

5 n ( v - ( u - u0) )d # # 
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令 w = u - u0,注意到u0 | # = 0,记

    H (w ) = Q#
1

5 u0

5 n w + c | w+ | ds ,

则 w 是下面变分不等式问题的解

  求 w I K ,满足 a(w , v - w ) \ H (w ) - H ( v) ,   Pv I K# (1113)

因此问题( 111) 可分为两个问题,即边值问题( 1110)和变分不等式问题

  求 u I K ,满足 a( u, v - u) \ H ( u) - H ( v ) ,   Pv I K# (111) *

众所周知当 f I L
2
( 8 ) 时,边值问题(1110) 在H

1
0( 8 ) 中存在唯一解u0, 若 u 是(111) * 的

解,则 �u = u + u0 是(111) 的解# 

与问题( 111)相比较, ( 1113) 相当于( 111)中 f = 0的情形,据定理 111, 问题(1113) 可由下

列齐次方程单侧问题表征:

    

- $w + w = 0,        a. e. 8 中,

w = 0, a. e. #0 上,

| 5w / 5 n + 5 u0/ 5 n | [ c, a. e. #1 上# ,若

(1114)

( 1114)和( 1113)的等价性与( 111)和( 112)的等价性证明类似# 

114  变分不等式问题( 111)、( 111) * 的解的存在唯一性

假设 # 是 8 的正则边界,且 # = #F G #U, #F H #U = <, #F 是边界 # 上服从摩擦条件

的一部分, #U 则是服从古典型条件的部分# 记

    V = v | v = v i 11, vi I H
1
( 8) , i = 1, 2 �f = (H

1
( 8 ) ) 2 ,

    V0 = v | v I V, v = 0, #U 上# ,

    Uad = v | v I V, v i = Ui , Ui I H
1/ 2
( #) , #U 上� �# 

设 F I ( L
2
( #F) )

2 且映射 v yQ#
F

Fvds 在 V 上连续;

令      J ( v ) =
1
2
a( v, v) - ( f , v ) - Q#

F

Fvds ,   对 v I Uad# (* )

引理 111[ 3]  设 8 是一边界正则的有界开集, meas( #U) > 0, #U < #, a( u, v) 对称,若存

在 A0 > 0 使

    a( v, v) \ A0 +v +2
V,   Pv I V 0 ,

则对 Pv I Uad ,当 +v +V y+ ] 时, J ( v ) y+ ] # 

引理 112[ 3]  引入泛函

    G( v) = Q#
F

g( x ) | vT ( x ) | ds,   Pv I V,

设其在 V上是连续的、凸的、不可微的泛函,其中g ( x ) I L
]
( #F) , vT = v- nvN , n = n i," "- ( �, vN

= v ini , Pv I V# 对变分不等式

    

求 u I V,满足

u = U,   #U 上,

a( u , v - u ) + G( v) - G ( u) \ (f , v - u) +Q#
F

FN ( vN - uN )ds ,

Pv I V, v = U  #U 上, FN = F ini , n = n i 41,

(* * )
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若 a( u, v) 对称,则问题( * * ) 等价于在 Uad 上求泛函

    J ( v ) =
1
2
a( v, v) + G ( v ) - (f , v) - Q#

F

FNvNds

的最小值# 若 FN I L
]
( #F ) , f I L

2
( 8) , G ( v) \ 0,问题(* * ) 有唯一解# 

注 1 Uad 中若 Ui = 0时 , Uad S V0 ,从而上述结论对 V0 也成立# 

注 2 在[ 3]中引理 21 1与引理 212 是在 R3 中证明的, 对 R 2 可类似推出结论# 

定理 112  设 f I L
2
( 8 ) , a(#, #) 是对称的, K_强制的, 且G ( v ) 是连续、凸、不可微泛函,

则问题(111) 在 K 中有唯一解# 

证明  事实上, 问题( 111) 等价于求泛函

    I ( v) =
1
2
a( v, v) - ( f , v ) + cQ#

1

| v | ds

在K 上的极小点# 

把 #1 当作 #F, #0 当作 #U,则泛函 I ( v) 是引理 112 中 J ( v) 在 FN S 0时的特殊情形,因

此只需验证 I ( v) , a( u , v ) 及 G ( v ) = cQ#
1

| v | ds 满足引理 111 及引理 112 的条件# 

由题设知, 8 是R
2 中有界开区域,且 #光滑,知 #正则# 又 #0 < #, meas( #0) > 0, K =

u I H
1
( 8 ) , u | #

0
= 0U则 (即引理 111 中的 V0)# 这里

  a( v, v) = Q8
( v̈ # v̈ + v

2
)dx = Q8

( v
2
x
1
+ v

2
x
2
+ v

2
)dx = +v +H

1
( 8) ,

且 a( u, v) 对称# 

由引理111 及 G ( v) \ 0,有

    I ( v) y+ ] ,   当 +v +H
1
( 8 ) y+ ] , Pv I K

又      v y G ( v ) = Q#
1

c | v | ds

是连续的,事实上,设依H
1/ 2

( #) 中的范数 vn y v0,则由 Sobolev嵌入定理

 Q#
1

( c | vn | - c | v 0 | )d s [ cQ#
1

| vn - v0 | ds [ c1 +vn- v0 +1/ 2, #
1
,   ( c1 为常数) ,

故映射 v y G( v) 连续# 
容易验证 G( v) \ 0,凸,且不可微,利用引理112,知问题(111) 在K 中有唯一解# u

定理 113  问题( 111) *
(即( 1113) )有唯一解# 

证明  将( 111) * 改写成

    

求 u I K ,满足

a( u , v - u ) \ G ( u) - G( v) - Q#
1

5 u0

5n ( v - u)ds , �

由于     - Q#
1

5 u0

5 n v ds

是( 111)中 ( f , v) 的特殊情形,因此由定理 112 知(111) * 有唯一解# u

2  非线性不可微的边界变分不等式的建立

211  边界积分方程的建立
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设 u 是问题(111) * 的解,注意到 u 在 8 内满足齐次 Helmholtz方程

    - $u + u = 0, (211)
其基本解是零阶修正 Bessel 函数 K0( | r | ) , | r | = | x - y | , 它满足下面方程:

    
d
2
K0( r )

dr 2
+

1
r

dK0( r )

dr
- K0( r) = 0,   r X 0; (212)

在 r = 0附近有展式

    K0( r ) = E
]

n= 0
anr

2n ln
1
r
+ E

]

n= 1
bnr

2n
,   a0 = 1; (213)

在无穷远处有展式

    K0( r ) =
P
2r

e- r
+ ,, (214)

且 lim
ny ]

K0( r ) = 0# 

设 K= 5 u/ 5 n I H
- 1/ 2

( # ) , n 为单位外法向量,对(111) 应用 Green 公式,有

u ( x ) =
1
2Q#

5K0( | x - y | )

5 ny u ( y )dsy -
1
2Q#

K0( | x - y | ) K( y )dsy ,   Px I 8

(215)
即- $u + u = 0的解可表成/ 双层位势0 和/ 单层位势0 的差# 这里的/ 单层位势0 和/ 双层位

势0 不仅形式上与位势理论中的单层位势、双层位势类似,而且具有单层位势和双层位势的性

质[ 4]# 为了得到便于数值计算的等价的边界变分公式,下面讨论/ 双层位势0 的方向导数在穿

越 #时的性质# 

令

    v ( y ) = Q#
U( x )

5
5 nx

K0( | x - y | )dsx ,   Py I 8 , (216)

其中 U( x ) I H
1/ 2
( #) 是给定的函数,对任意 y I 8 和单位向量ny = ( n

1
y , n

2
y ) ,有

5 v( y )
5 ny

= Q#
U( x )

52

5 nx5 ny
K0( | x - y | )dsx ,   Py I 8# (217)

关于 5v( y ) / 5ny | # 有下面的引理:

引理 211  对任意的 y I #, 有

5 v( y )
5 ny #

=
d
dsyQ#

Uc( x )K0( | x - y | )dsx - Q#
U( x )K0( | x - y | ) cos( nx , ny )dsx ,

Py I #,    (218)
式中 Uc( x ) = dU/ dsx # 

证明  分两步证明( 218)式
( 1) 先证明

    
52K0( | x - y | )

5ny5 nx
= -

52K0( | x - y | )

5Sy5Sx
- K0( | x - y | ) cos( nx , ny) , (219)

其中 Sx = (- n
2
x , n

1
x ) , Sy = (- n

2
y , n

1
y ) # 

经计算,由( 212)式,有

    
52K0( | x - y | )

5y 15x 1
+
52K0( | x - y | )

5y 25x 2
= - K0( | x - y | ) ; (2110)

另一方面,我们知道
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52K0( | x - y | )

5 ny5 nx =
52
K0( | x - y | )

5y 15x 1
n
1
xn

1
y +

52K0( | x - y | )

5y 25x 1
n
1
xn

2
y +

      
52K0( | x - y | )

5y 15x 2
n
2
xn

1
y +

52K0( | x - y | )

5 y25x 2
n
2
xn

2
y , (2111)

  
52K0( | x - y | )

5Sy5Sx
=
52K0( | x - y | )

5y 15x 1
n
2
xn

2
y -

52K0( | x - y | )

5y 25x 1
n
2
xn

1
y -

      
52K0( | x - y | )

5y 15x 2
n
1
xn

2
y +

52K0( | x - y | )

5 y25x 2
n
1
xn

1
y , (2112)

由( 2110)、( 2111)和( 2112) , 可得( 219)# 

( 2) 下面证明( 218)# 

对任意 y 0 I 8 和单位向量ny
0
= ( n

1
y
0
, n

2
y
0
) 将(219) 代入(217) , 有

  
5v ( y 0)

5 ny
0

= Q#
U( x ) -

52K0( | x - y 0 | )

5Sy
0
5Sx

- K0( | x - y 0 | ) cos( nx , ny
0

( )  x dsx ,

由于

  - Q#
U( x )

52
K0( | x - y 0 | )

5Sy
0
5Sx

dsx = -
5
5Sy

0
Q#

U( x )
5K0( | x - y 0 | )

5Sx
d sxK

  0

=

      -
5
5Sy

0
Q#

U( x ) K̈0( | x - y0 | ) Sx dsx ,

因 (dx 1, dx2) = Sx#dsx 并采用分部积分得

  - Q#
U( x )

52K0( | x - y0 | )

5Sy
0
5Sx dsx = -

5
5Sy

0
Q#

5
5x 1

( U( x )K0( | x - y 0 | ) )dx 1� +

Q#

5
5x 2

( U( x )K0( | x - y0 | ) )dx 2 -Q#
K0( | x - y 0 | )

5 U
5Sx

dsx� ,

再对右端括号内的积分应用 Green 公式,可知其值为零,这样得到

  
5v ( y 0)

5 ny
0

=
5
5Sy

0
Q#

5U
5Sx

K0( | x - y 0 | )dsx - Q#
U( x )K0( | x - y0 | ) cos( nx , ny

0
)dsx ,

      Py 0 I 8 和单位向量ny
0
= ( n

1
y
0
, n

2
y
0
) # 

对任意 y I #, ny 表示 y I #的单位外法向量, 在上式中取 ny
0
= ny , 注意到K0( | x -

y | ) 在 r = | x - y | = 0 附近的展开式( 213) 可知K0( | x - y | ) 是对数奇异核,在上式中令 y 0

y y ,就可得到结论# u

212  边界变分方程的建立

由/ 单层位势0和/ 双层位势0在穿越 # 时的性质及(215) 式,有

  1
2
u ( x ) =

1
2Q#

5
5 ny

K0( | x - y | ) u( y ) dsy -
1
2Q#

K0( | x - y | ) K( y )dsy ,

Px I ## (2113)
对( 215)关于 x 求方向导数,并利用(217)、(218) 有

  1
2
K( x ) =

1
2

d
dsxQ#

du ( y )
dsy

K0( | x - y | )dsy -
1
2Q#

u( y )K0( | x - y | )#

cos( nx , ny)dsy -
1
2Q#

5
5 nx

K0( | x - y | ) K( y )d sy# (2114)

注 以上论述表明, 若 u是齐次方程( 21 1) 的解, 则 u 在8 中每点的值可通过边界量u | #及K= 5 u/5 n | #
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的积分表出(见(215) ) ,并且其边界量 u | # 及K满足边界积分方程 (2113) 和 (2114)# 反之, 若由积分方程组

( 2113) 和(2114) 解出边界量 u | # 及 K,将其代入(21 5) 便可得到(211) 的通解# 

对( 2113)两端乘 L I H
*
- 1/ 2

( #) = L I H
- 1/ 2

( #) ,Q#
Lds = 0

� � (

,并在 # 上积分,有

  -
1
2Q#

u( x ) L( x )dsx +
1
2Q#Q#

5K0( | x - y | )

5 ny
u ( y ) L( x )dsy dsx -

      1
2Q#Q#

K0( | x - y | ) K( y ) L( x )dsy dsx = 0# (2115)

令

  a0( L, K) = -
1
2Q#Q#

K0( | x - y | ) K( y ) L( x )dsx dsy = 0, (2116)

  b ( L, u) = -
1
2Q#Q#

5K0( | x - y | )

5 ny
u ( y ) L( x )dsx dsy +

1
2Q#

u( x ) L( x )dsx , (2117)

则( 2115)可重写为:

  - b( L, u) + a0( L, K) = 0,   P L I H
*
- 1/ 2

( #)# (2118)
对任意的 v I K ,由 8 中u 满足- $u + u = 0得

  a( u, v) = Q8
ü #̈ vdx + Q8

uv dx = Q#
Kvds# (2119)

将( 2114)代入( 2119)有

a ( u, v ) =
1
2Q#

Kvd s +
1
2Q#

Kv ds =
1
2Q#

d
dsxQ#

du( y )
dsy

K0( | x - y | )dsy)

  5

v ds -

1
2Q#Q#

u( y )K0( | x - y | ) cos( nx , ny) vdsxdsy -

1
2Q#Q#

5K0( | x - y | )

5 nx Kvdsx dsy +
1
2Q#

Kv ds# (2120)

采用分部积分, 有

Q#

5
5SxQ#

5u( y )
5Sy K0( | x - y | )dsy

� � �S

v( x )dsx = -Q#Q#

5 u( y )
5Sy

5v ( x )
5Sx K0( | x - y | )dsx dsy ,

注意到K0( | x - y | ) 在 r = 0附近的展式(213) 的性质,从而有

Q#

d
dsxQ#

du( y )
dsy

K0( | x - y | )dsy� 5v ( x )dsx =

    - Q#Q#

du( y )
dsy

dv ( x )
dsx

K0( | x - y | )dsxdsy# ($)

这样( 2120)可重写为:

a ( u, v ) = -
1
2Q#Q#

K0( | x - y | )
du ( y )
dsy

dv ( x )
dsx

dsx dsy -
1
2Q#Q#

K0( | x - y | )#

cos( nx , ny) uvdsxdsy -
1
2Q#Q#

5K0( | x - y | )

5nx
Kvdsx dsy +

1
2Q#

Kv ds# (2121)

记

a1( u, v) = -
1
2Q#Q#

K0( | x - y | )
du( y )
dsy

dv( x )
dsx

d sxdsy -

1
2Q#Q#

K0( | x - y | ) cos( nx , ny ) uvdsx dsy ,

则( 2121)写作:
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  a( u, v) = a1( u, v) + b ( K, v )# (2122)

由( 2118)和( 2122) , 问题( 111) * 可化为如下边界变分不等式:

  

求( u, K) I �K @ H
* - 1/ 2

( #) ,满足

- b( L, u) + a0( L, K) = 0,           P L I H
* - 1/ 2

( #) ,

a1( u, v - u) + b( K, v - u) \H ( u ) - H ( v ) ,   Pv I �K# x

(2123)

定理 211  问题( 2123)存在唯一解# 

证明  若 û 是(111) * 的解,记 u = û | #, K= 5û /5 n | ## 由前面的推导过程可知, ( u , K)

I �K @ H
* - 1/ 2

( #) 是问题(2123) 的解# 

反之,设 ( u, K) I �K @ H
* - 1/ 2

( #) 是(2123) 的解,则满足(3123) 的第一个方程,即

  Q#
L( x ) -

1
2 u( x ) +

1
2Q#

5K0( | x - y | )

5 ny u ( y )d sy -

      1
2Q#

K0( | x - y | ) K( y )dsn y dsx = 0,   PL I H
* - 1/ 2

( #) # 

由 L( x ) 的任意性,有

  1
2
u ( x ) =

1
2Q#

5K0( | x - y | )

5ny
u( y )dsy -

1
2Q#

K0( | x - y | ) K( y )dsy ,   x I # ,

此即( 1113)# 不难看出由 u 及K决定的函数

  û( x ) =
1
2Q#

5K0( | x - y | )

5 ny
u( y )dsy -

1
2Q#

K0( | x - y | ) K( y )dsy ,   x I 8

在 8 上满足方程- $û + û = 0# 并且边界量 u( y ) 及 K( y ) 还满足(2114) # 

由方程( 2123)的第二式有:

  a1( u, v ) + b ( K, v ) =
利用($) 1

2Q#

d
dsxQ#

du( y )
dsy

K0( | x - y | )dsyd vd sx -

     1
2Q# Q#

u( y )K0( | x - y | ) cos( nx , ny)d sy

Q
v dsx -

     1
2Q#Q#

5K0( | x - y | )

5 nx Kvd sxdsy +
1
2Q#

Kvds =

     Q#

1
2

d
d sxQ#

du( y )
dsy

K0( | x - y | )dsy -
1
2Q#

u( y )K0( | x - y | ) cos( nx , ny) dsy# -

     - 1
2Q#

5K0( | x - y | )

5 nx
K( y )dsy -

1
2
K( x )u vdsx +Q#

Kvd s# 

将( 2114)代入上式,得

    a1( u, v ) + b ( K, v ) = Q#
Kv ds # 

因 û 在 8上满足- $û + û = 0,由(2119) 知 a ( û , v ) = Q#
Kv ds# 进而 a1( u, v) + b ( K, v ) =

a ( û , v ) ,故

    a( û, v - û) \ H ( u) - H ( v) ,

因此由解 ( u, K) 决定的函数 û 是问题(111) * 的解且 û | # = u, 5û /5 n | # = K# 

设 ( u1, K1)和( u2, K2) I �K @ H
* - 1/ 2

( #) 是(2123)的两个解, 则由它们定义的函数分别记作

û1, û 2# 因它们均是(111) * 的解, 并且( u1, K1) = ( û 1 | # ,5 û1/5 n | #) , ( u2, K2) = ( û2 | # ,
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5û 2/ 5 n | #)# 据定理113 得 û 1 S û2,从而( u1, K1) = ( u2, K2) ,即(2123) 的解唯一# u

定理 212  若令 A ( u, K; v , L) = a1( u, v) + b( K, v ) - b ( L, u ) + a0( L, K) ,则(2123) 有
如下等价形式的边界变分不等式:

  求( u, K) I �K @ H
*
- 1/ 2

( #) , 满足 A( u , K; v - u , L) \ H ( u) - H ( v) , (2124)
且( 2124)存在唯一解# 

证明  先设 ( u, K) I �K @ H
*
- 1/ 2

( # ) 是(2123) 的解,将(2123) 的第一式与第二式相加即得

(2124)# 因此( u, K) I �K @ H
*
- 1/ 2

( #) 是(2124) 的解# 反之, 若( u, K) I �K @ H
*
- 1/ 2

( #) 是

(2124) 的解,即对任意 v I �K , L I H
* - 1/ 2

( #) , 有

    a1( u, v - u) + b ( K, v - u ) - b( L, u) + a0( L, K) \H ( u) - H ( v)

成立# 特别取 v = u I �K , 有

    - b( L, u) + a0( L, K) \ 0,   PL I H
* - 1/ 2

( #) # 

上式对- L I H
* - 1/ 2

( # ) 也成立,因此有

    - b( L, u) + a0( L, K) = 0,   PL I H
* - 1/ 2

( #) # 

将上式代入( 2124)得
    a1( u, v - u) + b ( K, v - u ) \H ( u) - H ( v) ,   Pv I �K ,

从而 ( u, K) I �K @ H
*
- 1/ 2

( # ) 是(2123) 的解# 

由定理211 知( 2124)存在唯一解# u
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Boundary Mixed Variational Inequality in Friction Problem

Ding Fangyun1,  Zhang Xin1,  Ding Rui2

 1Depar tment of Mathemat ics , Lan zhou Un iver sity , Lanzhou 730000, P R China ;

 2Mechan ica l Po stdoctora l Station , Southw est Jiaotong Un iver sity , Chengdu 610031, P R China

Abstract: In this paper, with the use of the friction problem in elasticity as the background, the exis-

tence and uniqueness for the solution of the nonlinear, indifferentiable mixed variational inequality are

discussed. Its corresponding boundary variational inequality and the existence and uniqueness of solu-

tion are given. This provides the theoretical basis for using boundary element method to solve the

mixed variational inequality.

Key words: mixed variational inequality; friction problem; Sobolev space
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