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摘要:  给出同时受有单面完整约束和单面非完整约束的非完整力学系统的运动方程,并举

例说明其应用# 
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引   言

力学系统受单面约束的运动比双面约束更为普遍# 而其研究也更为困难[ 1, 2]# 单面约束

系统可分为:具有单面完整约束的完整力学系统
[ 3~ 6]

; 具有单面完整约束的非完整力学系

统[ 7] ;具有单面非完整约束的非完整力学系统[ 2]等# 

本文研究一类更为普遍的单面约束系统:同时受单面完整约束和单面非完整约束的非完

整系统# 给出了描述这类系统的运动的两种方法:分段描述法和全程描述法# 文末,举例说明

结果的应用# 

1  问题的提出

研究由 N 个质点构成的力学系统# 系统的 D. Alembert原理为

    E
N

i= 1
(- mir

##
i + Fi + R i )#Dr i = 0, (111)

其中, r
##

i 是质量为mi 的第i个质点的加速度, Fi 为作用在第i个质点上的主动力, Ri 为约束反

力# 

设系统的位形由 n个广义坐标 qs( s = 1, ,, n ) 来确定,它的运动受有一个理想单面完整

约束

    q 1 \ 0, (112)

和 m 个仅限制 q 1 = 0的运动的第一类非完整约束
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    f A = E
n

s = 1

aAs( q ) Ûqs = 0   ( A= 1, ,, m ) , (113)

以及 g 个限制系统所有运动的第二类非完整约束

    UB = UB( q, Ûq , t ) = CB  ( B= 1, ,, g ) , (114)

其中 , CB是可变的# 当 CB恒为零时为通常的双面非完整约束,否则为单面非完整约束# 

问题在于描述同时受有单面完整约束、双面非完整约束和单面非完整约束的系统的运动# 

系统的运动可用分段描述法和全程描述法来研究# 

2  分段描述法

如果坐标 q 1在 t = t
*
时变为零, 那么对单面完整约束发生,对第一类非完整约束也发生

碰撞[ 7, 2] # 假设碰撞是绝对弹性的, 根据牛顿假设, 有关系

    
Ûq 1( t

*
+ 0) = - Ûq 1( t

*
- 0) ,

f A( t
*

+ 0) = - f A( t
*

- 0)   ( A= 1, ,, m )# 
(211)

下面研究无碰撞的运动# 引入 n 个准速度

    
P# R = P# R( qs, Ûqs, t )  ( R = 1, ,, E; E= n - m - g ) ,

P# E+ A = f A  ( A= 1, ,, m ) ,   P# E+ m+ B = UB  ( B= 1, ,, g)# 
(212)

约束( 114)可写成
    P# E+ m+ B = CB  ( B= 1, ,, g; E= n - m - g)# (213)

设约束( 114)对应的约束反力为 RE+ m+ B,现在,我们假想解除全部第二类约束(114) ,并将其约

束反力 RE+ m+ B归入/主动力0,则此时系统可作为具有 n 个自由度的/完整系统0来研究,称为

相应完整系统# 显然,相应完整系统的约束是理想双面的,有

    E
N

i= 1
R

*
i #Dr i = 0# (214)

D. Alembert原理( 111)成为

    E
N

i= 1
(- mir

##
i + F

*
i )#Dr i = 0, (215)

其中, R
*
i 、F

*
i 分别为相应完整力学系统的约束反力和主动力# 容易证明, 原理(215) , 等价

于

    E
E+ m

Q= 1

DPQ -
d
dt

5 T
*

5P# Q
+

5 T
*

5PQ
+ P

*
Q - E

n

s= 1

5 T
*

5 P# s
E

n

r = 1

d
d t

5P# s

5Ûqr
-

5P# s

5 qr18[
5Ûq r

5 P
#
Q

s! ! f+

        E
g

B= 1

DPE+ m+ B -
d
dt

5 T
*

5P# E+ m+ B
+

5 T
*

5PE+ m+ B
+ P

*
E+ m + B+ RE+ m+ Bi c -

        E
n

s = 1

5T
*

5 P# s
E

n

r = 1

d
dt

5P# s

5Ûqr
-

5P# s

5 qr� �
5Ûqr

5 P
#
E+ m+ B

* = 0, (216)

其中, T
* 为用准速度表示的动能, P

*
k 为相应于准坐标Pk的广义力# 由相应完整系统 DPk的

独立性, ( 216) 给出

    d
d t

5T
*

5 P# Q
-

5 T
*

5 PQ
+ E

n

s= 1

5 T
*

5P# s
E

n

r = 1

d
dt

5P# s

5Ûqr
-

5P# s

5 qr� � �
5Ûq r

5P# Q
= P

*
Q

( Q= 1, ,, E+ m ) ,        (217)
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    d
d t

5 T
*

5P# E+ m+ B
-

5 T
*

5PE+ m+ B
+ E

n

s = 1

5T
*

5 P# s
E

n

r = 1

d
dt

5P# s

5Ûqr
-

5 P# s

5qr # 

� � 问题在

5Ûq r

5 P# E+ m+ B

       = P
*
E+ m+ B+ RE+ m+ B ( B= 1, ,, g ) ,        (218)

这是在区域 q1 > 0上相应完整系统的 Boltzmann_Hamel型方程# 

考虑加上约束( 114)# 若 CB均恒为零, 则( 114) 为通常的双面非完整约束, 联合(217) 和

(114) 给出系统的运动,而( 218) 给出相应的约束力 RE+ m+ B;若 CB均不为零,则方程组( 217)、

(218) 不封闭,需给出单面非完整约束力 RE+ m+ B( B= 1, ,, g ) 的信息;若

    
P# E+ m+ C= 0  ( C= 1, ,, g1) ,

P# E+ m+ L = CL  ( CL X 0, L= g1 + 1, ,, g) ,
(219)

那么方程组( 217)、( 218)也不封闭,需给出 ( g - g1) 个补充方程# 

为建立碰撞相互作用,可在( 212)中取

    P1 = q 1,  P# R =
5�T
5ÛqR

 ( R= 2, ,, n - m - g ) , ( 2110)

其中 �T 为考虑(212) 中后两组所组成的动能# 准速度在碰撞后的值, 可由条件( 211) 及 P# R、

P# E+ m+ B的连续性得到,这些值可作为方程组(217)、(218) 的初条件以确定下一次碰撞前时间

间隔内的运动等等# 

3  全程描述法

上述分段描述方法比较复杂, 因为为求得运动的整体性质需不断改变初条件以确定下一

次碰撞前时间间隔内的运动# 处理单面约束系统动力学的另一种方法是借助某个不经受碰撞

的辅助系统 M
* 来描述系统的运动[ 7] ,称之为全程描述方法# 

系统 M
*
的运动将在相空间( q

*
, P#

*
) 中来描述,而相应地令系统 M 和 M

*
的轨道之间

的关系为

    q 1 = | q
*
1 | , q2 = q

*
2 , ,, qn = q

*
n ,

    P# i = P#
*
i ( sgnq

*
1 )

M
i,

    Mi =
1  ( i = 1, E+ 1, ,, E+ m ) ,

0  (其它)
(311)

类似于方程组( 217)、( 218)的推导,我们有

    d
d t

5T
**

5 P# *
Q

-
5T

**

5 P*
Q

+ E
n

s= 1

5 T
**

5P# *
s

E
n

r = 1

d
dt

5P# *
s

5Ûq *
r

-
5P# *

s

5 q
*
r +

5Ûq *
r

5P# *
Q

= P
**
Q ,

( Q= 1, ,, E+ m )        (312)

    d
d t

5 T
**

5P# *
E+ m+ B

-
5 T

**

5P*
E+ m + B

+ E
n

s = 1

5T
**

5 P# *
s

E
n

r= 1

d
d t

5P# *
s

5Ûq *
r

-
5 P# *

s

5 q
*
r*

� � 5

5Ûq *
r

5 P# *
E+ m+ B

,

       = P
*
E+ m+ B+ RE+ m+ B ( Q= 1, ,, g )        (313)

其中 T
** 为 q, P# 用(311) 替代所得动能, P

**
Q = P

*
Q ( sgnq

*
1 )

M
Q# 

显然关系( 311)满足单面完整约束条件( 112)和碰撞条件( 211)# 从方程组( 312)、( 313)和
关系( 311)可以导出方程组( 217)、( 218)# 方程组( 312)、( 313)可直接描述单面约束系统运动
的全过程# 

4  算   例

例  具有单位质量、重量和半径的匀质球在斜面 P 1 上滚动(且永不离开 P 1) 并与绝对粗
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糙平面 P 2( P 2 垂直于 P 1) 相碰# 试研究球的运动# 

解  本问题中, 平面 P 2实现单面完整约束和第一类非完整约束,而平面 P1实现第二类非

完整约束# 若球在 P1 上的滚动限制为纯滚动,则为文献[ 7] 中讨论的情形# 

引进惯性坐标系 Oxy z , 其轴 Ox 和Oz 分别在平面P 1 和 P 2上并与 Oy 垂直,而轴 Oy 沿

P 1 和P 2的交线并使坐标系成为右手系# 取广义坐标为 q 1 = x - 1, q 2 = y , q3 = H, q4 = W,

q5 = U, 其中 x - y ( z S 1) 为球心坐标, W, H, U为 Euler 角# 

系统的动能为

    T =
1
2

( Ûq 2
1 + Ûq 2

2) +
1
2

a
2
( X2x + X2

y + X2
z ) , (411)

其中

    

Xx = ÛHcosW+ U
#
sinHsinW,

Xy = ÛHsinW- U
#
sinHcosW,

Xz = W
#
+ U

#
cosH, ,

(412)

而 a为球对直径的惯性半径# 广义力为

    Q 1 = - cosA,  Q2 = - cosB,  Q3 = Q4 = Q 5 = 0, (413)

其中, cosA, cosB, cosC为铅垂向上的单位矢量的方向余弦# 

系统所受单面完整约束为

    q 1 \ 0, (414)

第一类非完整约束为

    f 1 = Ûq 2 - Xz = 0, (415)

第二类非完整约束为

    
U1 = Ûq 1 - Xy = c1,

U2 = Ûq 2 + Xx = c2# 2
(416)

方法一  分段描述法

首先,研究 q 1 > 0下的运动# 准坐标和准速度, 根据(2110) 和(213) , 有形式

    P1 = q 1,  P# 3 = f 1,  P# 4 = U1,  P# 5 = U2,

    P# 2 =
5�T
5Ûq 2

=
5
5Ûq 2

1
2

( P# 2
1 + Ûq 2

2) +
1
2

a
2
[ ( P# 5 - Ûq 2)

2�
+

( Ûq 1 - P# 4)
2

+ ( Ûq 2 - P# 3)
2

) , ] =

( 1+ 2a
2
) Ûq 2 - a

2P# 3 - a
2P# 5, (417)

因此

    

Ûq 1 = P# 1,  Ûq 2 =
P# 2 + a

2
( P# 3 + P# 5)

1 + 2a
2 ,

Xx = P# 5 - Ûq 2 =
- P# 2 - a

2 P# 3 + (1+ a
2
) P# 5

1+ 2a
2 ,

Xy = Ûq 1 - P# 4 = P# 1 - P# 4,

Xz = Ûq 2 - P# 3 =
P# 2 - ( 1+ a

2
) P# 3 + a

2 P# 5

1 + 2 a
2 # E

(418)

将( 418)代入( 411) , 得到用准速度表示的动能为

    T
*

=
1
2 (1 + a

2
) P#

2
1 +

1
2 a

2
P#
2
4 - a

2
P# 1 P# 4 +
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1

2(1 + 2 a
2
)

[ P# 2
2 + a

2
( P# 2

3 + P# 2
5) + a

4
( P# 3 - P# 5)

2
]# (419)

由( 412)和( 418) ,得出
    Ûq 1 = P# 1,

    Ûq 2 =
1

1+ 2a
2 [ P# 2 + a

2
( P# 3 + P# 5) ] ,

    Ûq 3 = ÛH=
cosW

1+ 2a
2[- P# 2 - a

2 P# 3 + (1+ a
2
) P# 5] + ( P

#
1 - P# 4) sinW,

    Ûq 4 = W
#
=

1
1 + 2a

2 ( 1+ ctgHsinW) P# 2 + [ a
2ctgHsinW- (1+ a

2
) ] P# 3+

[ a
2

- (1+ a
2
) ctgHsinW] P# 5 + ctgHcosW( P# 1 - P# 4) ,

    Ûq 5 = U
#

=
sinW

( 1+ 2a
2
) sinH

[- P# 2 - a
2
P# 3 + (1 + a

2
) P# 5] -

cosW
sinH( P# 1 - P# 4) ,

( 4110)

反解之,有

    

P# 1 = Ûq 1,

P
#
2 = Ûq 2 - a

2cosWÛq 3 + a
2Ûq 4 + a

2
( cosH- sinHsinW) Ûq 5,

P# 3 = Ûq 2 - Ûq 4 - cosHÛq 5,

P# 4 = Ûq 1 - sinWÛq 3 + sinHcosWÛq 5,

P
#
5 = Ûq 2 + cosWÛq 3 + sinHsinWÛq 5# 

( 4111)

相应完整系统广义力的虚功为

    DcA = Q 1Dq 1 + Q 2Dq 2 + RxDP4 + RyDP5 =

Q 1DP1 + Q2
DP2 + a

2
( DP3 + DP5)

1 + 2a
2 + RxDP4 + RyDP5 =

Q 1DP1 +
Q2

1 + 2a
2 DP2 +

Q 2 a
2

1 + 2 a
2DP3 +

Q 2 a
2

1 + 2a
2DP5 + RxDP4 + RyDP5,

故

    P
*
1 = Q 1, P

*
2 =

Q 2

1+ 2a
2 , P

*
3 =

Q2 a
2

1+ 2a
2, P

*
5 =

Q2 a
2

1+ 2a
2, R 4 = Rx , R 5 = Ry# 

( 4112)

将( 419) ~ ( 4112)代入( 217)和( 218) ,有

    

P
##
1 -

a
2

1+ a
2 P

##
4 = -

cosA
1 + a

2,  P## 2 = - cosB,

P##3 -
a
2

1+ a
2 P

##
5 = -

cosB
1 + a

2,  P## 4 - P## 1 =
R x

a
2 ,

P
##
5 -

a
2

1+ a
2 P

##
3 = -

cosB
1 + a

2 +
1+ 2a

2

a
2
( 1+ a

2
)

R y ,

( 4113)

( 4113)是区域 q 1 > 0上相应完整系统的运动方程# 

现在考虑加上第二类非完整约束( 416)# 设( 416)中 C1 可变,而 C2 恒为零, 即

    P
#
4 = C1,  P# 5 = 0, ( 4114)

其中, 第一式表示单面非完整约束, 第二式为双面非完整约束# 为使方程组( 4113)封闭, 需补

充一个方程,由库仑定律知
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    R
2
x + R

2
y = f cosC, ( 4115)

其中, f 为滑动摩擦系数# 

将( 4114)的第二式代入方程组( 4113) ,整理后得

    

P##1 = Rx - cosA,  P## 2 = - cosB,  P##3 = -
cosB

1 + a
2 ,

P##4 = - cosA+
1+ a

2

a
2 R x ,  -

a
2

1+ a
2 P

##
3 = -

cosB
1 + a

2 +
1+ 2a

2

a
2
( 1+ a

2
)

R y ,#

( 4116)

从( 4116)中第三、五两式,有

    Ry =
a
2

1+ a
2cosB, ( 4117)

这是对应双面非完整约束 P
#
5 = 0的约束力# 由( 4117) 和(4115) , 得

    Rx = - f
2cos2C-

a
2

1+ a
2

2

cos2Bsgn( P# 4) ( 4118)

积分( 4116) ,注意到 P1 = q 1,有

    

q 1 = -
1
2

( cosA- Rx ) t
2

+ Ûq 10 t + q10

P
#
2 = - tcosB+ A 1

P
#
3 = -

tcosB
1 + a

2 + A 2

P
#
4 = - cosA-

1 + a
2

a
2 Rx t + A 3�

( 4119)

其中, q 10, Ûq 10为 q 1, Ûq 1 的初始值, A 1, A 2, A 3 为积分常数, R x 由(4118) 确定# 

其次,研究碰撞过程及碰后运动# 假设球与平面 P 2的碰撞是绝对弹性的# 设 t = t
* 时

发生碰撞,则有

    q 1( t
*

) = 0, Ûq 1( t
*

+ 0) = - Ûq 1( t
*

- 0) , P
#
3( t

*
+ 0) = - P

#
3( t

*
- 0)

( 4120)

将第一式代入( 4119) ,则 t
* 满足关系

    -
1
2

( cosA- Rx ) t
* 2

+ Ûq 10 t
*

+ q 10 = 0 ( 4121)

碰撞前后的速度分别为

    
Ûq 1( t

*
- 0) = - ( cosA- Rx ) t

*
+ Ûq 10

Ûq 1( t
*

+ 0) = ( cosA- Rx ) t
*

- Ûq 10

( 4122)

以 q1( t
*

) , Ûq 1( t
*

+ 0) 为初始条件积分(4116) 的第一式,得到第一次碰撞后的运动

    q 1 = -
1
2 ( cosA- Rx ) t

2
+ [ 2( cosA- Rx ) t

*
- Ûq 10] ( t - t

*
) +

1
2

( cosA- Rx ) t
* 2

( 4123)

利用( 4120)的第三式,得到第一次碰撞后的 P# 3 为

    P
#
3 = -

tcosB
1 + a

2 +
2 t

* cosB
1 + a

2 - A 2 ( 4124)

而( 4119)中 P# 2, P# 4 的表达式对任何 t 都成立# 

同理,可考虑某时刻 t = t
* * 坐标 q1又变为零而发生第二次碰撞,如此等等,给出描述运
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动的全过程: 若设 cosA> f
2
cos

2
C-

a
2

1 + a
2f� � 滑 动摩

2

cos
2
B, P

#
4 < 0, 容易得知, q1 = q1( t )是以 S=

2(2h/ ( cosA- Rx ) )
1/ 2 为周期的周期运动, 其中 h = ( q 1) max = q 10 + Ûq 2

10/ 2( cosA- Rx ) # 

方法二  全程描述法

对本例,有

    Mi =
1  ( i = 1, 3) ,

0  ( i = 2, 4, 5) , �
( 4125)

    
P
#
1 = P

# *
1 ( sgnq

*
1 )

M
1 = P

# *
1 sgn q

*
1 ,  P# 2 = P

# *
2 ,

P# 3 = P# *
3 sgnq

*
1 ,  P# 4 = P# *

4 ,  P# 5 = P# *
5 ,

( 4126)

代入( 419) ,有

    T
* *

=
1
2

(1 + a
2
) P

# * 2
1 +

1
2

a
2 P

# * 2
4 - a

2 P
# *
1 P

# *
4 sgn q

*
1 +

1

2(1 + 2 a
2
)

[ P
# * 2
2 + a

2
( P

# * 2
3 + P

# * 2
5 ) +

a
4
( P

# *
3 sgnq

*
1 - P

# *
5 )

2
]# ( 4127)

再计算广义力# 因

    DcA = P
*
1 DP1 + P

*
2 DP2 + P

*
3 DP3 + P

*
5 DP5 + R 4DP4 + R 5DP5

= P
* *
1 DP*1 + P

* *
2 DP*2 + P

* *
3 DP*3 + P

* *
5 DP*5 + R

*
4 DP

*
4 + R

*
5 DP

*
5 ,

由( 4126)知
    DP1 = DP*1 sgnq

*
1 ,  DP3 = DP*

3 sgnq
*
1 ,  DPi = DP*i ( i = 2, 4, 5) ,

故

    
P

* *
1 = P

*
1 sgnq

*
1 , P

* *
2 = P

*
2 , P

* *
3 = P

*
3 sgn q

*
1 ,

P
* *
5 = P

*
5 ,  R

*
4 = R 4,  R

*
5 = R 5,

( 4128)

从( 4126) ~ ( 4128) , 并利用( 4110)、( 4111) ,方程组( 312)、( 313)给出

    

P
##*
1 -

a
2

1 + a
2 P

## *
4 sgnq

*
1 = -

cosA
1 + a

2sgnq
*
1 ,

P
##*
2 = - cosB,

P##*3 -
a
2

1 + a
2 P

## *
5 sgnq

*
1 = -

cosB
1 + a

2sgnq
*
1 ,

P
##*
4 - P

## *
1 sgnq

*
1 =

Rx

a
2 ,

P
##*
5 -

a
2

1 + a
2 P

## *
3 sgnq

*
1 = -

cosB
1 + a

2 +
1 + 2 a

2

a
2
(1 + a

2
)

Ry+ ,

( 4129)

加上第二类作完整约束( 4114) ,方程组( 4129)成为

    
P
##*
1 = ( Rx - cosA) sgnq

*
1 ,  P

## *
2 = - cosB,  P##*3 = -

cosB
1+ a

2sgn q
*
1 ,

P
##*
4 = - cosA+

1 + a
2

a
2 Rx ,  -

a
2

1 + a
2 P

## *
3 sgn q

*
1 = -

cosB
1 + a

2 +
1 + 2 a

2

a
2
(1 + a

2
)

Ry# �

( 4130)

由( 4115)和( 4130)的第三、五式,得

    Rx = - f
2cos2C- ( a

2
/ (1+ a

2
) )

2cos2Bsgn( P# 4)# ( 4118)
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    Ry = a
2
/ ( 1+ a

2
) cosB# ( 4117)

设 cosA> f
2cos2 C-

a
2

1+ a
2

� � �
2

cos2 B,  P# 4 < 0,  q
*
1 (0) = 0, 积分(4130) ,我们有

    q
*
1 = -

1
2 cosA- f

2cos2 C-
a
2

1 + a
2

� � (

2

cos2Bi� � 2 , t ( | t | - S)   (- S [ t [

S) ,

    

P
# *
2 = - t cosB+ A 1,  P# *

3 = -
tcosB
1 + a

2sgnq
*
1 + A 2,

P
# *
4 = - cosA-

1+ a
2

a
2 f

2cos2 C-
a
2

1+ a
2*5

2

cos2B,有

� �   

t + A 3# 2

( 4131)

解( 4131)中 q
*
1 的周期为2S,由于 q 1 = | q

*
1 | ,故 q 1有周期 S# 显然,两种方法得到的结果是

一致的,而在研究系统运动的整体性质时,后一种方法更简单# 
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Equations of Motion for Nonholonomic Mechanical

Systems with Unilateral Constraints
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Abstract: In this paper, the equations of motion for nonholonomicmechanical system with unilateral

holonomic constraints and unilateral nonholonomic constrains are presented, and an example to illus-

trate the application of the result is given.

Key words: analytical mechanics, unilateral constraint, nonholonomic system, equation of motion
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