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摘   要

本文运用广义胞映射对具有参数不确定的多吸引子共存系统进行了分析,指出了参数不确定

性对多吸引子共存系统全局特性的影响# 并进一步得到可以通过各个吸引子的保护层厚度大小

的比较,来判断随着不确定程度的增加, 哪一个吸引子将要首先消失# 
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k 11 引   言

非线性动力系统在简谐激励下,可能会有多个稳定状态,每个稳定状态对应于相平面上的

具有特定吸引域的一个吸引子,吸引子可能是不动点、极限环、不变环面、奇怪吸引子等# 在实

际工程中,人们仅对其中之一,对应于安全的、可操作的稳定运行状态感兴趣,其他的解都不需

要# 而我们通常所得解大都在假设参数等确定的情况下获得的# 实际工程中由于人为或者实

验误差等因素, 当建立系统的数理模型时,对某些参数并不确切地了解,并且更为重要的是系

统周围环境对系统参数变化的影响,使得模型参数不确定# 由于这些参数的不确定性将对在

假设参数确定下所获得的多吸引子共存系统的全局特性产生很大的影响, 有可能使对应于安

全运行的吸引子的吸引域丧失,从而导致系统以另一个稳态形式运动,这将使系统不能正常运

行,导致事故# 对于参数不确定的非线性系统的理论分析仅限于线性或弱非线性[ 1, 2]# 直接

的数值模拟需要计算轨道的长期行为, 非常花费时间, 广义胞映射做为一种有效的进行非线性

系统(包括强非线性系统)全局分析的数值方法,由 Hsu提出[ 3, 4]# 在本文中我们将运用广义

胞映射方法对具有参数不确定的多吸引子共存系统进行数值分析# 

吸引域被看做吸引子的保护区域首先由 Hsu 和 Chiu( 1987)提出
[ 5]

, Thompson 在工程完

整安全意义下指出, 当一个吸引子的吸收域受到严重侵蚀时, 即可认为系统为不稳定的
[ 6]

,这

就使吸引域具有了重要的工程意义# 这将与广义胞映射中保护层厚度这个值相对应, 我们将

通过算例分析, 得出可以运用保护层厚度这一量来判断随着参数不确定性的增加,多吸引子共

存系统哪个吸引子将要消失# 
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k 21 关于广义胞映射方法

胞映射的基本思想是把动力系统的状态空间离散化为大量状态胞的集合,用胞映射来描

述原系统的动力学行为, Hsu提出两类胞映射方法, 第一种是简单胞映射( SCM) ,第二种是广

义胞映射( GCM) , 广义胞映射与简单胞映射相比,每个胞可以具有多个象胞# 当一个动力系

统用广义胞映射来描述时,就与一时齐的 Markov链相对应# 假设所研究的微分动力系统:

Ûx = f ( x , t , L) ,   x I R
n
, L I R

m
(211)

可以通过庞加莱截面把原系统离散化为点映射动力系统:

x ( n + 1) = g[ x ( n ) , L] ,   x I R
n
, L I R

m
(212)

为了从点映射( 212)中构造胞映射,首先在 R
n
中选取一定的研究范围, 把该选定范围离

散化为胞状态空间,用一个胞来代替胞内所有点,每个胞在 x i方向具有大小为h i的边( i = 1,

2, ,, N ) ,从而可以把沿各边的间隔定义为一整数 Z i , Zi 满足:

( Z i - 1/ 2) h i [ x i < ( Z i + 1/ 2) hi ,   ( i = 1, 2, ,, N ) (213)

每个胞可用一 N 维整数来表示# 假定在每个胞内选取了 M 个相同大小的子胞,从每个子胞

的中点出发,求其象胞# 假如在胞 Z 的 M 个内点中有 M 1 个映射到 Z 1 胞内, 则 PZ
1
Z =

M 1/ M , 同理有 PZ
i
Z = M i / M , i = 1, 2, ,, m , m 是胞Z的象胞总数,并且有 r m

i= 1PZ
i
Z = 1# 

用 p ij 表示由第j 个胞转移到第 i个胞的一步转移概率, p ij 构成转移概率矩阵P, 用 pj ( n ) 表示

系统在第 n 步映射中位于胞j 的概率, p ( n) 是以 P j ( n ) 为元素的N 维矢量( N 为总的胞的个

数) , 则广义胞映射可用下述等式来描述:

p ( n + 1) = Pp ( n ) (214)
系统的大部分性质能够从( 214)中获得# 

按照广义胞映射的术语,如果从胞 Zj 到胞Zi 的 k 步转移概率是正的, 则称胞 Zj 导致胞

Z i# 如果胞 Z j 导致胞Z i ,胞 Z i也导致胞Zj 则称胞Zi 与胞Z j 相连通# 如果由(211) 定义的系

统从胞 Z i 开始最终返回到胞Zi , 则胞 Zi 为一永久胞,否则 Zi 是一瞬态胞# 一些彼此相互连

通的永久胞构成了永久族# 永久族对应于系统的长期的稳定运动状态# 瞬态胞按其最终吸

引至的吸引子分为单驻处瞬态胞与多驻处瞬态胞# 单驻处瞬态胞构成吸收域,多驻处瞬态胞

构成吸引域分界域# 第 g 个吸引子的吸引域定义为 V g:

Vg = Z | Dm( Z) = 1, DmG (Z , 1) = g g,   ( g = 1, 2, ,, N pg) (215)

多驻处胞定义为 V 0:

V 0 = Z | Dm( Z) > 1 cs� �ei B(216)

其中 Dm( Z) 表示胞 Z 的驻处个数, DmG ( Z, i ) 表示胞 Z的第 i 个驻处# 

k 31 分形的吸引域边界和保护层厚度

动力系统: Ûx = f ( x , t , L) , x I R
N
, L I R

M# 其中 x 为状态变量, L为系统参数, Ûx 表
示对时间 t的导数# 对于参数 L当考虑其不确定性因素时,把 L看做为具有特定概率分布的,

以及均值与方差都已知的随机变量,当 L的均值被给定以后, 方差愈大, 参数的不确定性愈强

# 上述系统,有可能有多个共存的吸引子,各个吸引子具有不同的吸引域, 此时就存在吸引域

的边界,吸引域边界是不稳定不变集的稳定流形# 通常吸引域边界并非一光滑曲线, 而是分
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形的,其维数是一非整数值[ 10]# 当吸引域边界是分形的,如果初始点有 E的误差,则在距离吸

引域边界 E区域以内的各点的最终运动状态不能被确定地预测# 另外由于吸引域边界的位

置与结构均依赖于系统的参数,系统的参数不确定性将影响到对一个初始点最终状态的预测

# 吸引域边界在广义胞映射中对应于多驻处胞,可以通过胞状态空间细化来判断吸引域边界

是否为分形的# 判断一个运动状态是否稳定传统上可以用Liapunov稳定性判别方法,但是这

个方法当吸引域边界是分形的时候, 所得结果往往不可靠# 并且当吸引域边界是分形的时
候,参数的小的随机扰动将会导致吸引子的吸引域受到严重的侵蚀, 这将导致工程完整安全意

义下的不稳定[ 6]# 从而当吸引域边界是分形的,并且在实际工程中允许参数 L有一定的不确

定性, 这就要从吸引子是否被吸引域包围来判断其的稳定性, 如果一个吸引子的吸引域丧失,

则其就变为不稳定的# 广义胞映射可以不需要花太多的时间,有效地给出系统的全局图,这

是其他方法不能做到的# 为了定量刻画吸引子是否被其吸引域保护,我们利用广义胞映射中

保护层厚度这个概念, 但是为了计算上的快捷, 在这里我们对保护层厚度作如下定义: A g =

Z | Z为第g 个永久族里的胞 i� �, < �d ( A g , V 0) 表示集合 A g 与多驻处胞集合 V 0 间的距离, V 0

的定义见式(216)# 胞与胞间的距离以及两个胞集合在胞状态空间中的距离的定义参照[ 7] ,

则第 g 个永久族的保护层厚度为:

dg = d ( A g, V 0)   ( g = 1, 2, ,, N pg ) (311)

我们应用各个吸引子的保护层厚度这个值的大小比较来判断多个吸引子共存系统, 哪个

吸引子随着参数的不确定程度的增加, 将要首先消失# 而这种比较是建立在同一胞尺度上的,

就二者的定量的大小比较而言,用该值是能够较好地进行描述的# 

当参数 L为不确定性参数时, 随着参数的不确定程度的增加, 多吸引子共存系统中某个

吸引子的吸引域被吸引域边界穿透,导致吸引域的丧失,从而使该吸引子消失 # 但到底哪个
吸引子将要首先消失,这从理论分析中是无法获得的# 在后面的算例中, 可以看出保护层厚

度小的那个吸引子将要消失# 这一结论对一般的多吸引子共存系统, 同样是适用的# 可见
保护层厚度具有重要的实际意义# 另外,利用广义胞映射能够获得系统的全局图# 通过确

定性系统与参数具有不确定的系统的全局相图的比较, 能够很直观的得到不确定参数对系统

全局特性的影响# 

当(211) 中的参数 L具有不确定性时,将其视作为具有特定均值与方差的随机变量# 当
应用广义胞映射求每个胞的象胞及转移概率矩阵时,用随机数发生器生成 N 个满足给定均值

与方差的随机数,假设在每个胞内取 M 个均匀分布的点,对每个胞内的每个样点,都要分别取

上述 N 个随机数由(212) 来获得其映射到的胞, 可见对于每个胞有 M @ N 个轨道来确定其一

步映射的象胞及转移概率# 
311  算例 1

以工程常见的 Mathieu方程为例, Mathieu方程是一个很具有代表性的参数激励变系数常

微分方程,具有复杂的动力学特性,当引入立方非线性后则解的特性变得更为复杂# 下面我们
就考虑有立方非线性、参数激励与强迫激励同时存在的 Mathieu方程:

 &x + 25x
3
+ 01173Ûx + (2162 - 01456A+ 01456Acos2t ) x = 0192A(1 - cos2 t ) (312)

首先将其转化为一阶常微分方程组:

Ûx 1 = x 2

Ûx 2 = - 25x
3
1- 01173x 2 - (2162- 01456A+ 01456Acos2H) x 1+ 0192A(1 - cos2H)

ÛH= 1

) 表 �

(313)
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其中 ( x 1, x 2, H) I R
2 @ S

1# 

   图 1 A= 31 54 时的吸引子           图 2  A= 3154 时的吸引域边界

  图 3 A= 31 54 细化后的吸引子         图 4  A= 3154 细化后的吸引域边界

图 5  A= 3154 的全局图( t 吸引至陷胞,

r p_1 的吸引域, 空白部分为奇怪吸

引子的吸引域, p 吸引域边界, w 两

个共存的吸引子)

取一个截面 2 = ( x 1, x 2, H) | H= 0 实际, 考

虑庞加莱映射 p : 2 y 2# 设 D = - 115 域丧[ x <

113, - 215 [ y< 117 为所感兴趣的区域, 对该

区域构造胞映射,区域以内的为正规胞,区域以外

所有胞看做一个胞称为陷胞# 把 D 区域分为

(150 @ 200) 个胞# 对于参数 A,我们得到当 A=

3154时,有三个永久族, 其中 PG 0 代表区域以外

的陷胞,可见在区域 D 内系统(312) 具有两个共
存的吸引子,两个吸引子见图 1,吸引域边界见图

2# 

当对胞状态空间细化以后, 得到两个吸引子

见图 3, 吸引域边界见图 4# 

从图 1与图 3的比较中可见, 当对胞状态空

间细化后, PG 1所对应的吸引子在状态空间中所

占面积大为减少, 但是 PG2 所对应的吸引子在状

态空间中所占面积变化并不是太大,细化后的 PG 2

图比细化前更好地表示了吸引子的细微结构# 据广义胞映射的有关理论可见 PG 1代表p_1解,

它对应原系统( 216) 的以 P为周期的周期运动, PG 2 代表一奇怪吸引子# 从图 2与图 4的比

较可见吸引域的边界变化不是太大,可见吸引域边界是分形的 # 单驻处胞构成吸引域, 多驻
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处胞构成吸引域边界, (- 115, 019) @ (- 215 @ 117) 间的全局图可见图 5# 

图 6 E( A) = 31 54, R(A)= 01 001 的全局图      图 7  E ( A)= 3154, R( A)= 01018

( t 吸引至陷胞, r p_1 的吸引域, 空 时的吸引子图

白部分为奇怪吸引子的吸引域, p 吸

引域边界, w 两个共存的吸引子)

据本节所述的保护层厚度这个概念,我们得到在没有参数不确定时, A= 3154的确定性系
统(312)p 1吸引子的保护层厚度为 d1 = 4,奇怪吸引子的保护层厚度为 d2 = 25, d1 < d 2 .

图 8 A= 01 021时的全局图( t 吸引至陷胞,

r p_3的吸引域, 空白部分为奇怪吸引

子的吸引域, p 吸引域边界, w 两个共

存的吸引子)

该系统当参数具有不确定性时, 可以把不确

定参数 A看作与时间无关的具有特定均值与方差

的随机变量# 对于每个胞,我们取 9个均匀分布

的内点, 用随机数发生器生成 8个满足上述均值

与方差的随机数 # 对于每个胞内的每个内点,

(313) 式 A分别取所生成的8个随机数, 运用四阶

龙格 ) 库塔方法从该内点出发积分一个周期 P,

求每个点一步映射所得到的胞映射到的胞, 从而

在庞加莱截面上确定每个胞的象胞及转移概率,

则对每个胞有 72个轨道出发来确定其象胞# 为

了与 A= 3154 的确定性系统相比较, 可做其

E ( A) = 3154, R( A) = 01001的全局图如图 6所

示, 并求得 p_1解的保护层厚度 d 1 = 3, 奇怪吸

引子保护层厚度 d 2 = 23# 当参数的不确定程度

增加一些, 也就是说对于 R( A) 再增加一些, 取

R( A) = 01018, 此时只有一个奇怪吸引子, 如图

7所示# 

通过以上的计算结果,和各种情况的图例比较, 可见参数不确定性程度增大到一定程度,

对应于确定性系统保护层厚度值小的那个吸引子 p_1 解的吸引域丧失, 吸引子 p_1 消失# 并

且还可以看到当参数具有不确定性时,多驻处胞将增多,多驻处胞对应于系统的吸引域边界,
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由于吸引域边界是分形的,多驻胞所对应的点具有最终状态的敏感性# 可见参数的不确定性,

是多驻处胞增多,吸引域分界线所占面积增大,从而增加了系统的不可预测性# 并且可见随着

不确定程度的增加, 永久族所占面积变宽了一些# 

图 9  E ( A)= 01021, R( A) = 01 003的全局图     图 10  E ( A) = 01021, R(A)= 01 018 

( t 吸引至陷胞, r p_3 的吸引域,空白 时的吸引子图

部分为奇怪吸引子的吸引域, p 吸引

域边界, w 两个共存的吸引子)

图 11 A= 01 052 时的全局图( t 吸引至陷胞,

r p_3 的吸引域,空白部分为奇怪吸引

子的吸引域, p 吸引域边界, w 两个共

存的吸引子)

312  算例 2

以简谐激励的 Duffing 方程为例:

&x + kÛx + Ax + x
3
= bcos t (314)

将( 314)式转化为一阶常微分方程组:

Ûx 1 = x 2

Ûx 2 = - kx 2- Ax 1 - x
3
1+ bcosH

ÛH= 1

数 (315)

该系统当 k = 0125, b = 815时,在[ 5] 中作

者指出当 A [ - 0111时,只有 p_3解, 当- 0111 <
A [ 01053时, p_3 解与奇怪吸引子共存, 并且吸

引域边界是分形的# 当 A> 01053时, 只有奇怪

吸引子# 在[ 9] 中,作者考虑了随机激励对该系

统的影响# 在本文中我们假设 A具有一定的不

确定性,同上例一样, 把 A看作与时间无关的, 有

特定均值与方差的随机变量# 

首先取 A= 01021,假设没有不确定性,此时

共有两个吸引子共存,一个是p _3解,一个是奇怪吸引子,系统的全局吸引图,如图8所示# 并

且通过计算得到 p_3解的保护层厚度为 d 1 = 2,奇怪吸引子的保护层厚度为 d 2 = 4, d1 < d2 .

接着考虑参数 A有不确定性时的情形# 对于每个胞,我们取9个均匀分布的内点,用随机

数发生器生成 9个满足给定均值与方差的随机数# 对于每个胞内的每个内点, (315) 式 A分
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别取所生成的 9个随机数# 运用四阶龙格 ) 库塔方法积分一个周期 2P,求每个点所映射到

的胞, 从而在庞加莱截面上确定每个胞的象胞及转移概率, 则对每个胞有 81个轨道出发来确

定其象胞# 首先取 E ( A) = 01021, R( A) = 01003,得到此时当 A具有满足该条件的不确定性

时,系统全局图如图 9所示# 

图 12  E ( A)= 01052, R( A) = 01 01 的全局图     图 13  E ( A)= 01 052, R( A) = 01 07

( t 吸引至陷胞, r p_3的吸引域, 空白 时的吸引子图

部分为奇怪吸引子的吸引域, p 吸引

域边界, w 两个共存的吸引子)

此时, p_3解的保护层厚度为 d1 = 1,奇怪吸引子的保护层厚度为 d2 = 3# 当参数不确定

程度增加时, R( A) = 01018时,仅存在一个吸引子,如图 10所示# 

从上面对 A= 01021时的确定性系统以及当均值为 01021,方差为 01003时所作全局图 8

与图 9的比较, 311例中所得结论同样成立,并且再一次验证了当参数的不确定程度增加到一

定值时,对应于确定性系统保护层厚度值小的那个吸引子将要首先消失# 

当 A= 01052时, 参数没有不确定时, 仍有一个 p_3解,一个是奇怪吸引子, 系统的全局图

如图 11所示# 

其中 p_3解的保护层厚度为 d 1 = 5,奇怪吸引子的保护层厚度为 d 2 = 2, d1 > d 2# 

当 E( A) = 01052, R( A) = 0101时,其全局相图见图 12所示# 并且可以计算得到,在这

种情形下, p_3解的保护层厚度为 d 1 = 4,奇怪吸引子的保护层厚度为 d 2 = 1,当方差进一步

增加到 R( A) = 0107时,此时只有一个 p_3解,见图 13所示# 

在这种情况下, 再一次验证了前面所得的有关结论,并且不确定性程度增大一定程度, P_3

解首先消失# 

k 41 结   论

我们运用广义胞映射方法研究了两个在工程中很有代表意义的,具有参数不确定性的多

吸引子共存动力系统,可以看到胞映射不需要做太多的理论分析,能够有效地给出系统的全局

图# 我们引入了保护层厚度这一量,通过各个吸引子保护层厚度的大小比较,这种比较是建立

在同一胞尺度上的, 得到对于具有参数不确定性的多吸引子共存系统,保护层厚度值小的那个
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吸引子随着参数不确定性的增加将要首先消失, 可见保护层厚度值可以做为一个量来判断当

系统具有不确定参数时哪个吸引子将要首先消失# 并且通过以上算例中的确定性多吸引子共

存系统与参数不确定多吸引子共存系统的全局相图比较可见,参数具有不确定性将使代表分

形吸引域分界域的多驻处胞增加, 由于分形吸引域边界内各点最终状态是不可预测的,可见参

数的不确定性增加了多吸引子共存系统的不可预测性,并且吸引域也有所变化# 
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On the Multiple_Attractor Coexisting System with Parameter

Uncertainties Using Generalized Cell Mapping Method

Gong Pulin   Xu Jianxue

( Depa r tm en t of En gineer ing Mechan ics , Xi. an J ia oton g Un iver sity , Xi. an 710049, P . R . Chin a )

Abstract

In this paper the generalized cell mapping(GCM) method is used to study multiple_attractor co-

existing system with parameter uncertainties. The effects that the uncertain parameters has on the

global properties of the system are presented. And I t is obtained that the attractor with much smaller

value of protect thickness will disappear firstly with the degree of the uncertainty of parameter in-

creasing.

Key words  generalized cell mapping, multiple attractor coexisting system, parameter uncertainties
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