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摘   要

Illner模型是最一般的 Boltzmann 方程的两速模型,它包括 Carleman 模型和 McKean 模型作为

两种特殊情形# 离散 Illner模型 1+ 1 维精确解能够以一种简洁的方式进行研究# 前人的结论需

要修正# 我们得到了一类新的 1+ 1 维精确解# 这给出了研究类似的离散 Boltzmann 方程精确行

波解的一般方法# 
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k 11 引   言

自从本世纪 50 年代以来, 离散 Boltzmann 模型的理论及应用引起了许多学者的注

意[ 1] [ 2] [ 3]# 至今已有许多的离散 Boltzmann模型方程被提了出来[ 2] [ 3]# 这些模型被用来分析

激波的传播以及 Couet te流和 Rayleigh 流
[ 3]

, 结果得到了对一些流动模式很好和精确的描述

# Iller模型是最一般的 Boltzmann方程的两速模型,它包括 Carleman模型和 McKean 模型作

为两种特殊情形# 得到模型方程的精确解在理论和应用方面都是非常重要的# 

对两速离散模型,我们令 f 及g是在x 轴的两个方向上以速度1和- 1运动的离子的数密

度# Illner 模型方程[ 4] 是

f t + f x = af
2
- ( a + c) f g + cg

2

g t - gx = - af
2
+ ( a + c) f g - cg

2
(111)

这里 a [ 0, c \ 0# 

在本文中,我们将研究限制在 a [ 0, c \ 0上# 数值 a = - 1, c = 1对应 Carleman模型,

a = 0, c = 1对应 McKean模型# 在文献[ 4] 中,作者研究了 Illner 模型的精确行波解和精确

双孤子解# 经过繁杂的计算,他得到了方程组( 111) 的精确行波解和精确双孤子解# 但是我

们认为文献[ 4] 中的结果需要修正# 在此我们以一种简洁的方式研究方程组(111)# 我们不

但能够得到文献[ 4] 中作者所给出的精确双孤子解,而且得到了一类新的 1+ 1维精确解# 
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k 21 数学方面的准备

为了阐明我们的观点,我们需要以下的结论:

引理 1  常微分方程

yc= A ( y - y 1) ( y - y 2) (211)

这里 A , y 1, y 2是常数,而且 y 1 X y 2, 有解

y ( x ) =
y 2+ y 1 e

( y
2
- y

1
)( A x+ B)

1 + e
( y

2
- y

1
) ( Ax+ B) (212)

或者

y ( x ) =
y 1+ y 2 e

( y
1
- y

2
)( A x+ B)

1 + e
( y

1
- y

2
) ( Ax+ B) (213)

这里 B 是积分常数# 进一步我们有

( 1) 当 x 趋于正负无穷时 y ( x ) 的极限是 y 1 和 y 2 # 

( 2) y ( x ) 的像集合是闭区间[ y 1, y 2] 或者[ y 2, y 1] # 

显然 y ( x ) 是严格单调且有界的# 

引理 2  如果 A, B是常数,则对上述的 y ( x ) , 函数 A+ By ( x ) 也是严格单调且有界的# 

而且

( 1) 当 x 趋于正负无穷时A+ By ( x ) 的极限 A+ By 1 和 A+ By 2 # 

( 2) A+ By ( x ) 的像集合是闭区间[ A+ By 1, A+ By 2] 或[ A+ By 2, A+ By 1] # 

上述引理的证明是非常简单的,因此我们在这里不进行证明# 

k 31 Illner 模型的精确行波解

在此我们研究方程组( 111)的行波解# 设 u = x - Kt , 则 f ( x , t ) = f ( x - Kt ) = f ( u) ,

g ( x , t ) = g( x - Kt ) = g( u ) # 

而且方程组( 111)转化为

( K- 1) f u = - ( f - g ) ( af - cg )

( K+ 1) gu = ( f - g ) ( af - cg )
(311)

为了得到非平凡的解,我们需要限制 KX ? 1# 将方程组(311) 的两个方程相加, 我们得

到

( K- 1) f u + ( K+ 1) gu = 0 (312)

将方程组( 312)积分一次,我们有

( K- 1) f + ( K+ 1) g = b (313)

这里 b 是积分常数# 

我们可将方程( 313)改写为

g = A+ Bf (314)

这里     A=
b

K+ 1
, B=

1 - K
1 + K

根据方程( 314)和方程组( 311) ,我们消去函数 g 并且得到

f u = A ( f - f 10) ( f - f 20) (315)
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这里     A =
( 1- B) ( a - cB)

(1- K)
, f 10 =

A
1 - B

, f 20 =
cA

a - cB
( 1) 当 A= 0时,方程(315) 变为

f u = Af
2

(316)

显然方程( 316)有下述解:

f =
1

- A u + C
(317)

此处 C 是积分常数# 

这给出了离散 Illner 模型的一类新的精确行波解,但这类解不能够作为数密度函数, 因对

某些 u 而言, 这类函数是无界的且有时取负值# 

( 2) 当 A X 0时,根据引理 1,我们有

f ( u ) =
f 10+ f 20e

( f
10
- f

20
) ( A x+ B )

1 + e
( f

10
- f

20
) ( Ax+ B) (318)

g ( u) =
f 10+ f 30 e

( f
10
- f

20
) ( Ax+ B)

1+ e
( f

10
- f

20
)( A x+ B) (319)

这里     f 30 =
aA

a - cB
很明显 f ( u ) 和 g ( u ) 在整个 u 轴上是严格单调且有界的函数# 

我们可以断定方程组( 311)是可积的,它的解能够精确得到# 

根据引理 2, f ( u) 的像集合是闭区间[ f 10, f 20] 或[ f 20, f 10] ,而 g( u ) 的像集合是闭区间

[ f 10, f 30] 或[ f 30, f 10] # 

由于 f ( u) 和 g ( u) 是数密度函数, 只有当 f ( u) 和 g ( u) 都是整个 u 轴上的非负函数时,

它们才有意义# 所以,我们必须有以下关系式成立

f 10 > 0, f 20 \ 0, f 30 \ 0 ( 3110)

很明显,我们有

f 20f 30 =
cA

a - cB
aA

a - cB
=

acA2

( a - cB) 2 [ 0

这说明只有当 ac = 0时,我们才会得到有意义的精确解# 

当 a = 0, c > 0时方程组(3110) 变成

A
1- B

> 0, -
A
B

> 0 ( 3111)

不等式组( 3111)有解

A> 0, B< 0或 A< 0, B> 1

当 a < 0, c = 0时方程组(3110) 变成

A
1- B

> 0, A> 0 ( 3112)

不等式组( 3112)有解 A> 0, B< 1 # 

特别地,当 a = 0, c = 1时, 方程组(111) 就是 M cKean模型[ 1]

f t + f x = - f g + g
2

g t - gx = f g - g
2

( 3113)

根据以上分析,我们得知 McKean 模型有非负精确行波解, 而且其精确行波解在整个 u
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轴上是严格单调且有界的# 这与文献[ 4]中的结果是相同的# 

k 41 Illner 模型的精确双孤子解

在此我们研究方程组( 111)的双孤子解# 设

f = A1F( N) + A2 G (F) + A0

g = B1F ( N) + B2G (F) + B0 )

(411)

这里     N= C1 x + Q1 t + c1, F= C2 x + Q2 t + c2

为了得到非平凡的带有变量 N和F的双孤子解, 我们需要限制

Q1C2- Q2 C1 X 0

( A2
1 + B2

1) ( A
2
2 + B2

2) X 0 �
(412)

这时方程组( 111)转化为

A1( Q1 + C1) FN+ A2( Q2 + C2) GF

= CFFF
2
+ CFGFG + CGGG

2
+ CFF + CGG + C0

B1( Q1- C1) FN+ B2( Q2- C2) GF

= - CFFF
2
- CFGFG - CGGG

2
- CFF - C GG - C0

(413)

这里

CFF = aA2
1- ( a + c) A1B1+ cB2

1

CFG = 2aA1A2 - ( a + c) ( A1B2+ A2B1) + 2cB1B2

CGG = aA
2
2 - ( a + c) A2B2 + cB

2
2

CF = 2aA1A0- ( a + c) ( A1B0+ A0 B1) + 2cB1B0

CG = 2aA2A0 - ( a + c) ( A2B0+ A0B2) + 2cB2B0

C 0 = aA2
0- ( a + c) A0B0 + cB2

0�

(414)

根据方程组( 413)和以下条件,

2 aA1 A2- ( a + c) ( A1B2+ A2B1) + 2cB1B2 = 0

C 0 = C 01 + C 02

(415)

我们得到下述的方程组:

A1( Q1 + C1) FN = CFFF
2
+ CFF + C01

A2( Q2 + C2) GF= CGGG
2
+ CGG + C 02

B1( Q1- C1) FN= - CFFF
2
- CFF - C 01

B2( Q2- C2) GF= - CGGG
2
- CGG - C02

(416)

显然下述的方程组( 417)和( 418)是等价的:

aA2
1- ( a + c) A1B1 + cB2

1 = 0

2 aA1 A2- ( a + c) ( A1B2+ A2B1) + 2cB1B2 = 0a
(417)

aA
2
2- ( a + c) A2B2 + cB

2
2 = 0

2 aA1 A2- ( a + c) ( A1B2+ A2B1) + 2cB1B2 =k 0
(418)

当 [ aA2
1- ( a+ c) A1B1+ cB2

1] [ aA
2
2- ( a + c) A2B2+ cB2

2] X 0以及 C
2
F - 4CFFC 10 > 0, C2

G
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- 4CGGC20 > 0时,根据引理 1,我们能够得到在以下条件满足时文献[ 4] 所给出的解

A1( Q1 + C1) + B1( Q1- C1) = 0

A2( Q2 + C2) + B2( Q2- C2) = 0

2 aA1 A2- ( a + c) ( A1B2+ A2B1) + 2cB1B2 = 0

(419)

如果 A0 = B0,则 CF = C G = C0 = 0, 特别地,当 C 10 = C20 = 0时,我们有

F =
1

A 1N+ C1
, 以及 G =

1
A 2 F+ C2

这里, C1, C 2是积分常数,

A 1 = -
aA

2
1- ( a + c) A1B1+ cB

2
1

A1( Q1+ C1)
, A 2 = -

aA
2
2- ( a + c) A2B2+ cB

2
2

A2( Q2+ C2)

这里我们能够得到方程组( 111)的下述双孤子解:

f =
A1

A 1N+ C1
+

A2

A 2 F+ C2

g =
B1

A 1N+ C1
+

B2

A 2F+ C2a

( 4110)

当 Cj , Qj , cj , Aj , Bj , A j , C j ( j = 1, 2) 都是实数, 这给出了离散 Illner模型的一类新的精确

双孤子解, 但这类解不能够作为数密度函数, 因为在 A 1N+ C 1 = 0或 A 2F+ C2 = 0时具有

奇异性# 

当 Cj , Qj , cj , Aj , Bj , A j , C j ( j = 1, 2) 都是复数而且 Q1 = Q*
2 , C1 = C*

2 , c1 = c
*
2 , A1 = A*

2 ,

B1 = B
*
2 , A 1 = A

*
2 , C1 = C

*
2 时,这给出了离散 Illner模型的一类新的精确双孤子解,不失一

般性,我们定义 A 1 C1 = C= CR + iCI , A 1Q1 = Q= QR + iQI , A 1 c1 + C 1 = cR + icI , A1 = AR

+ iAI , B1 = BR + uBI , 则( 4110)式可写为

f =
2AR ( CRx + QRt + cR ) + 2AI ( CIx + QIt + cI )

( CRx + QRt + cR )
2
+ ( CIx + QIt + cI )

2

g =
2BR( CRx + QRt + cR) + 2BI ( CIx + QIt + cI )

( CRx + QRt + cR)
2
+ ( CIx + QIt + cI )

2

( 4111)

这给出了离散 Illner 模型的一类新的精确双孤子解,我们推广了文献[ 5]的结果# 这给出

了研究更复杂的离散 Boltzmann方程精确解的一般方法# 以此方法我们可以研究类似的离散

Boltzmann方程的有意义的精确解# 

k 51 结   论

我们以一种简洁的方式研究了离散 Illner模型的精确行波解, 其行波解的非负性的处理

更为简洁# 离散 Illner模型的精确行波解能够用简单的方法得到# 我们指出离散 Illner 模型

有( 317)式所表示的解,即

f =
1

- A u + C
, g =

B
- A u + C

+ A (511)

对于离散 Illner 模型的精确双孤子解,它也能够用简单的方法进行研究# 方程组( 111)存

在文献[ 4]所说的精确双孤子解# 我们修正了文献[ 4]中的结论# 我们指出离散 Illner 模型也

有( 4111)式所表示的解, 即
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f =
2AR ( CRx + QRt + cR ) + 2AI ( CIx + QIt + cI )

( CRx + QRt + cR )
2
+ ( CIx + QIt + cI )

2

g =
2BR( CRx + QRt + cR) + 2BI ( CIx + QIt + cI )

( CRx + QRt + cR)
2
+ ( CIx + QIt + cI )

2

(512)

其它的离散 Boltzmann方程可以用此方法进行研究# 这给出了研究更复杂的离散 Boltz-

mann方程精确解的一般方法# 以此方法我们可以研究类似的离散 Boltzm ann 方程的有意义

的精确解# 
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Abstract

The Illner model is the most general two_velocity model of the discrete Boltzmann equation. It

includes, as particular cases, both the Carleman and the McKean model. Exact solutions in 1+ 1 d-i

mensions of the general two_velocity discrete Illner model can be studied in a concise way. The con-

clusions of the precursors need ameliorating. A new type of exact solutions in 1+ 1 dimensions is ob-

tained. This gives a general method for studying non_trivial exact solutions for the similar discrete

Boltzmann equation.

Key words  discrete Boltzmann equation, Illner model, travelling wave solution, bisoliton solution
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