
含椭圆孔或裂纹压电介质平面问题的基本解

高存法
¹  樊蔚勋¹

( 1997 年 11 月 13 日收到)

摘   要

应用复变函数的方法,并基于精确的电边界条件, 导出了含一椭圆孔或裂纹的横观各向同性

压电体在任意集中力和集中电荷作用下的复变函数解,即 Creen 函数解# 叠加该解,得到了裂纹表

面作用任意集中载荷或分布载荷时的一般解# 这些解不但澄清了从前文献中一些不合理的结果,

同时也为应用边界元法求解更复杂的压电介质断裂力学问题提供了基本解# 

关键词  压电介质  椭圆孔  裂纹  平面问题  基本解

中图分类号  O343, O482

k 11 引   言

众所周知, 在弹性分析中基本解或 Green函数解占据重要的地位,因为这些解不仅可以用

来构造许多重要问题的解析解,同时还可作为边界元法的基本解,以求解更复杂的弹性平衡问

题# 

随着压电材料在工程中的广泛应用,有关压电体内的 Green 函数问题越来越引起人们的

关注# 文献[ 1~ 8]分别研究了压电介质三维 Green 函数问题# 文献[ 9, 10, 11]给出了二维压

电 Green函数问题的解,此外,文献[ 12~ 14]分别获得了在半平面或半空间压电介质表面作用

集中载荷时的解# 但值得指出的是,这些研究均是针对无孔洞介质的情形# 

本文应用复变函数的方法,针对于含一椭圆孔或裂纹的横观各向同性压电介质,给出了其

在任意集中载荷作用下二维问题的 Green函数解# 因该解已预先考虑了孔或裂纹的存在,故

当其被用作边界元法的基本解时, 无需再考虑孔周或裂纹表面(高应力集中区)的边界条件,从

而可获得高精度解# 

同时,利用上述基本解,本文还给出了含一裂纹压电介质场强因子的一般解,并由此验证

了从前文献中某些结果的正确性# 

k 21 基 本 公 式

考虑一横观各向同性压电体,取其各向同性平面与 x 1_x 3平行, 下面我们研究其 x 1_x 2平

面内的二维问题,根据文献[ 15] , x 1- x 2平面内的应力 Rij , 位移 u i ,电场 E i ,电位移 Di 和电势
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U( z k ) 可表示为[ 15]
:

3R22, R12, R114= 2ReE
3

k- 1

31, - Lk , L
2
k4<k( z k ) ,  z k = x 1+ Lkx 2 (211)

3u1, u 24 = 2Re E
3

k= 1
3p k , qk4Uk( z k) ,  Im Lk > 0 (212)

3E 1, E 24 = 2Re E
3

k = 1
Jk31, Lk4<k( z k) (213)

3D 1, D24 = 2Re E
3

k= 1

Kk3Lk , - 14<k ( z k) (214)

U( z k) = - 2ReE
3

k= 1

JkUk( z k) (215)

p k = a11L
2
k + a12- b 21Kk ,  qk = ( a11 L

2
k + a22- b22 Kk ) / Lk

Kk = -
( b 21+ b 13) L

2
k + b22

D11L
2
k + D22

,  Jk = ( b13+ D11Kk) Lk ,  <k( z k) = dUk( z k) / dz k

其中, a ij , bij , Dij 分别为弹性常数、压电常数和介电常数; Lk 为互不相等的复常数,由特征方程

确定[ 15] # 

力,电位移的边界条件可表示为:

2ReE
3

k= 1
Uk( z k) = ºQ

s

0
t 2ds (216)

2ReE
3

k= 1

LkUk( z k ) = ? Q
s

0
t 1ds (217)

2ReE
3

k= 1

KkUk( z k) = ºQ
s

0
Dnds (218)

其中, t 1, t 2为边界上外力的直角坐标分量; Dn 为电位移的法向分量; s为弧长:对于外(内) 边

界,等式右端取上(下) 部符号# 

k 31 复势函数基本解

如图 1所示, x 1- x 2平面被一自由椭圆孔 L 削弱,仅在点 z 0处受任意集中力 T 10+ iT 20

和集中电荷 Q0 作用,并认为孔内被均匀的空气所充满# 

图 1 椭圆孔外受集中载

311  孔内的场解

设孔内的电势 Uc ( z ) 为:

Uc ( z ) = - 2ReU0( z ) (311)
其中, U0( z ) 为在 L 内部解析的待定函数, 那么孔内的电场

( E
0
1, E

0
2) 和电位移( D

0
1, D

0
2) 可分别表示为

E
0
1 = -

5 Uc

5x = 2Re<0( z ) ,

E
0
2 = -

5 Uc

5 y = - 2Im<0( z ) . ,

(312)
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D
0
1 = 2E0Re<0( z ) ,  D02 = - 2E0Im<0( z ) (313)

其中, E0 为空气的介电常数, <0( z ) = dU0( z ) / dz # 

又由高斯定理得:

QL
D
0
nds = QL

D
0
1dx 2 - D

0
2dx 1 (314)

把式( 313)代入式( 314)右边, 整理得:

QL
D
0
nds = 2E0Im U0( z ) (315)

引入将 L 外部映射到F平面单位圆 C外部的保角映射函数:

z = R 0(F+ m 0F
- 1
) ,  R 0 = ( a + b) / 2,  m 0 = ( a - b) / ( a + b )

则全纯函数 U0( z ) 在 L 内部可展为 Faber 级数
[ 16]

50( F) = E
]

n= 1
a
0
n (F

n
+ m

nFn) (316)

其中, U0[ z (F) ] = 5 0(F) , a
0
n 为待定系数# 

312  孔外的场解

在孔外,复势函数可表示为:

Uk ( z k) = A k ln( z k - z k
0
) + Uk

0
( z k) (317)

其中, z k
0
= x 10 + Lkx 20; Uk

0
( z k) 为 L k( Lk 由L 经映射: z k = x 1+ Lkx 2所得) 外部全纯的函

数,且 Uk
0
( ] ) = 0; A k 为复常数# 

为求 A k ,把式(317) 代入式(216) ~ (218) , (212) , (215) , 并计算绕 Z0点旋转一周时相关

量的增量,则由静力平衡条件、高斯定理(RDnds = Q 0)、电势和位移单值条件可得确定 A k 的

线性方程组:

Im E
3

k= 1

A k = -
T 20
4P

,  Im E
3

k= 1

LkA k =
T 10
4P

,  Im E
3

k= 1

KkA k =
Q0
4P

Im E
3

k= 1

JkA k = 0,  Im E
3

k= 1

p kA k = 0,  Im E
3

k = 1

qkA k = 0k 3

( 318a~ f )

在孔周,力、电位移及电势的连续条件可表示为:

2ReE
3

k= 1
Uk( z k ) = 0,  2ReE

3

k= 1
LkUk( z k ) = 0

2ReE
3

k= 1
KkUk( z k) = 2E0Im U0( z )�

(319)

2ReE
3

k= 1
JkUk( z k ) = 2ReU0( z ) ( 3110)

又因保角映射函数:

z k = R k(Fk + mkF
- 1
k ) ,  Rk = ( a - iLkb ) / 2,  m k = ( a + iLkb ) / ( a - iLkb )

( 3111)
分别把 z k 平面上椭圆孔L k 的外部,保角映射为 Fk 平面上同一单位圆C的外部,则在Fk 平面,

复势函数变为

5k(Fk) = A k ln[ z k( Fk ) - z k
0
( Fk

0
) ) ] + 5k

0
(Fk) ( 3112)

其中, Fk
0
为 z k

0
的象, | Fk

0
| > 1; 5k( Fk ) = U[ z k (Fk) ] ; 5k

0
(Fk) 为 C外部全纯的函数# 
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在单位圆 C上, Fk = F= R = e
iH
,则由式( 319) , (3110) 得

2ReE
3

k= 1
5k( R) = 0,  2Re E

3

k= 1
Lk 5k( R) = 0

2ReE
3

k= 1
Kk 5k ( R) = 2E0Im E

]

n = 1
a
0
n( R

n
+ m

n
0 R

- n
)

( 3113)

2ReE
3

k= 1
Jk 5k( R) = 2E0ReE

]

n = 1
a
0
n( R

n
+ m

n
0 R

- n
) ( 3114)

在式( 3113) , ( 3114)的两边同乘 dR/ R- Fk , 然后在单位圆上取积分, 并应用文献[ 17] 所给的

积分公式得

  
E
3

k= 1

5k
0
( F) = f 1( F) ,  E

3

k= 1

Lk 5k
0
( F) = f 2( F)

E
3

k= 1
Kk5k

0
( F) = f D (F) �

( 3115)

  E
3

k= 1
Jk5k

0
( F) = f 4( F) + E

]

n = 1
( a

0
nm

n
0 + a

0
n )F

- n
( 3116)

其中

  f D (F) = f 3(F) + iE0 E
]

n= 1
( a

0
nm

n
0- a

0
n) F

- n

  f 1( F) = - E
3

k= 1

A k ln 1 -
mk

Fk
0
F

Q

� �0

+ A k ln 1-
1

Fk
0
F

-

� � (T

0

� � �4

  f 2( F) = - E
3

k= 1

Lk A k ln 1 -
m k

Fk
0
F

� � (

+ Lk A k ln 1 -
1

Fk
0
FE

3

� � (k

  f 3( F) = - E
3

k= 1

Kk A k ln 1-
mk

Fk
0
F

� � �+ Kk A k ln 1-
1

Fk
0
F

L

U

  f 4( F) = - E
3

k= 1

Jk A k ln 1 -
m k

Fk
0
F

� � �( �+ Jk A k ln 1-
1

Fk
0
F

� � &
(

引入矩阵

  C =

1 1 1

L1 L2 L3

K1 K2 K3

� � (

,  + = C
- 1
= [ +kj ]

则由式( 3115)解得

  5k
0
( F) = E

3

j = 1

+kj f j + iE0 +k3 E
]

n= 1

( a
0
nm

n
0 - a

0
n )F

- n
( 3117)

为确定 a
0
n ,把式(3117) 代入式(3116) ,并利用下列关系 :

  ln 1 -
m k

Fk
0
F

为 = - E
]

n = 1

1
n

m k

Fk
0
F

n

,  ln 1 -
1

Fk
0
F

圆孔 = - E
]

n = 1

1
n

1

Fk
0
F

n

然后比较 Fnk 的系数得

  a
0
nm

n
0(1 - iE0Q0) + a

0
n( 1+ iE0Q0) = c

0
n ( 3118)

其中

  Q0 = E
3

k= 1

Jk+k ,   c0n = E
3

k= 1
E
3

j= 1

Jk +kj f jn - f 4 n ( 3119)
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f 1n =
1
n E

3

k= 1
A k

m k

Fk
05

� � ( k

n

+ A k
1

Fk
0

� � ( R

nR�

,  f 2n =
1
n E

3

k= 1
A k Lk

m k

Fk
0n

� � 0

n

+ A k Lk
1

Fk
0 �5

n �2

( 3120a, b)

f 3n =
1
n E

3

k= 1
A kKk

mk

Fk
0 R

n

+ A kKk
1

Fk
0� �5

n(

,  f 4n =
1
n E

3

k= 1
A k Jk

mk

Fk
0  K

n

+ A k Jk
1

Fk
0 �

n

( 3120c, d)
式( 3118)及其共轭式可给出 a

0
n 的解为

  a
0
n =

c
0
n - m

n
0 c
0
n + iE0( c

0
nQ0- m

n
0 c
0
n Q0)

$
( 3121)

其中

  $ = ( 1- m
2n
0 ) (1 + E20Q0 Q0) - 2E0(1 + m

2n
0 ) ImQ0 ( 3122)

若令 Bn = a
0
nm

n
0- a

0
n, 则有

  Bn =
2m

n
0 c

0
n - c

0
n [ 1 + m

2n
0 - iE0 Q0(1- m

2 n
0 ) ]

$
( 3123)

把式( 3117)代入式( 3112) ,我们最终获得 Green函数:

  5k( Fk) = A k ln[ z k(Fk) - z k
0
(Fk

0
) ] + E

3

j= 1
+kj f j + iE0 +k3 E

]

n= 1
BnF

- n
k ( 3124)

k 41 有关裂纹问题的解

411  裂纹外作用力任一集中载时的解

在式( 3122) , ( 3123)中令 m 0 = m k = 1,则有

  $ = - 4E0ImQ0,  Bn =
i Im c

0
n

E0ImQ0
(411)

把式( 411)代入式( 3124)得

  5k( Fk) = A k ln[ z k(Fk) - z k
0
(Fk

0
) ] + E

3

j= 1
+kj f j -

+k3
ImQ0

Im E
]

n= 1
c
0
nF
- n
k (412)

式( 412)表明对于裂纹问题, 5k( Fk ) 与 E0 无关,故介质内的场解与 E0 无关# 

在 x 1 = a处 ,场强因子可表示为:

  3k 1, k 2, kD4= 2P lim
z
k

y a
( z k - a)

1/ 23R22, R12, D24 (413)

把式( 211) , ( 214)代入式( 413)得

  3k 1, k 2, kD4= 2P lim
z
k

y a
( z k - a)

1/ 231, - Lk , - Kk4
dUk

0
( z k)

dz k
(414)

在 Fk 平面, 式( 414)可化为

  3k 1, k 2, kD4= 2
P
a
lim
F
k

y 1
ReE

3

k= 1
31, - Lk , - Kk4

d 5k
0
( Fk)

dFk
(415)

利用式( 3115) , 则由式( 415)得

  3k 1, k 2, kD4= 2 P
a

3f 10(1) , - f 20(1) , - f D 0(1)4 (416)

其中
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f 10(1) = lim
F
k

y 1
f 1

c
( Fk) = 2Re E

3

k= 1

A k

1 - Fk
0

f 20(1) = lim
F
k

y 1
f 2

c
( Fk) = 2Re E

3

k= 1

Lk A k

1 - Fk
0

f D0(1) = lim
F
k

y 1
f D

0

c
(Fk) = f 30(1) + 2E0Im E

]

n= 1
na

0
n

f 30(1) = lim
F
k

y 1
f 3

c
( Fk) = 2Re E

3

k= 1

Kk A k
1 - Fk

0n

( 417a~ b)

利用式( 3121) , ( 411)得

  Im E
]

n = 1

na
0
n =

1
2E0ImQ0

Im E
]

n= 1

nc
0
n (418)

把式( 3119)代入式( 418)可得

  Im E
]

n = 1
na

0
n =

1
2E0ImQ0

Im - E
3

k= 1
E
3

j= 1

Jk +kj f j
0
(1) + f 40(1) (419)

其中

  f 40(1) = lim
F
k

y 1
f 4

c
( Fk) = 2Re E

3

k= 1

Jk A k
1 - Fk

0

( 4110)

注意到 f j 0(1) , f 40( 1) 均为实数,同时又可证明对于横观各向同性体, E
3

k = 1
Jk +k2也为实数(见附

录A) ,则由式(419) 得

  Im E
]

n = 1
na

0
n = -

1
2E0

Im E
3

k= 1
Jk+k1

Im E
3

k= 1
Jk+k1

f 10(1) + f 30(1)�� � ( 4111)

把式( 4111)代入式( 417c)

  f D0(1) = -

Im E
3

k= 1
Jk +k1

Im E
3

k= 1

Jk +k3
f 10( 1) ( 4112)

把式( 4112)代入式( 416) ,并利用:

  1
1- Fk

0

=
1
2 1-

z k
0
+ a

z k
0
- a

可得

  

k 1 = 2
P
a
ReE

3

k= 1
A k 1-

z k
0
+ a

z k
0
- a

� k

k 2 = - 2
P
a
ReE

3

k= 1
Lk A k 1 -

z k
0
+ a

z k
0
- a

= 0

( 4113)
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  kD =

Im E
3

k= 1

Jk +k1

Im E
3

k= 1

Jk +k3

k 1 ( 4114)

412  裂纹上表面作用任一集中载时的解
当集中载作用在裂纹上表面 z k

0
= x 0 处时,式( 4113) 可化为

  k 1 = 2
P
a
ReE

3

k= 1
A k 1+ i

a + x
a - x

li ,  k 2 = - 2
P
a
Re E

3

k= 1
Lk A k 1 + i

a + x
a - x# # f

( 4115)
413  裂纹上下表面作用一对自平衡集中载时的解
根据式( 4113) , 由叠加原理得:

  k 1 = - 2
P
a

a + x
a - x

Im E
3

k= 1
A k ,  k 2 = 2

P
a

a + x
a - x

Im E
3

k= 1
LkA k ( 4116)

把式( 318a、b)代入式( 4116)得

  k 1 =
T 20

2 Pa

a + x
a - x

,  k 2 =
T 10

2 Pa

a + x
a - x

( 4117)

式( 4117)和( 4114)表明此时 kD 与电载荷无关# 

414  裂纹上下表面作用均布外载( R021, R022, D02) 时的解

  k 1 = PaR022,  k 2 = PaR012,  kD =
Im E

3

k= 1

Jk +k
1

Im E
3

k= 1

Jk +k
3

PaR022 ( 4118)

当裂纹上下表面仅作用等值反号的均布电荷 q n 时

  k 1 = k 2 = kD = 0 ( 4119)
实际上,此时 A k = 0,由此得 5k(Fk) = 0, 即此时介质内的场强均为零, 而在裂纹内部电场为

E
0
2 = qn / E0 # 

415  无限远处作用均布外载( R]
11, R

]
21, R

]
22, D

]
1 , D

]
2 ) 时的解

  k 1 = PaR]
22,  k 2 = PaR]

12,  kD =
Im E

3

k= 1
Jk +k

1

Im E
3

k= 1
Jk +k

3

PaR]
22 ( 4120)

而文献[ 18]的结果为 kD = PaD ]
2 ,由式( 312) , ( 313) , ( 316) , ( 3121)可得此时裂纹内部的电

场为

  D
0
2 = D

]
2 -

Im E
3

k= 1

Jk +k
1

Im E
3

k= 1
Jk +k

3

R]
22,  E 02 =

D
0
2

E0
( 4121)

式( 4121)表明此时在裂纹内部的电场为常数,显然 D
0
2 X 0

k 51 结   论

应用复变函数的方法,研究了含一椭圆孔或裂纹横观各向同性压电体的二维问题,给出了
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Green函数解和场强因子基本解# 结果表明:

( 1) 电位移的奇异性取决于应力的奇异性# 

( 2) 均匀的电载荷既不会引起电场的奇异性,也不会引起应力的奇异性# 

( 3) 在均匀外载作用下,裂纹表面的电位移法向分量为一常数,而不等于零# 

( 4) 空气的介电常数 E0 仅对裂纹内部的电场有影响,而介质内的场强与 E0 无关# 

( 5) 对于裂纹问题,在裂纹表面假设 Dn = 0可能会导致错误的结果# 

附录 A

  E
3

k= 1

Jk+ k2 = E
3

k= 1

( b 13+ D11Kk ) Lk +k2 = b13 E
3

k= 1

Lk + k2+ D11 E
3

k= 1

KkLk +k 2 ( A1)

其中

  + = [ +kj ] =
1
$

L2K3 - L3K2 K2- K3 L3- L2

L3K1 - L1K3 K3- K1 L1- L3

L1K2 - L2K1 K1- K2 L2- L1
� �+ �

( A2)

  $ = ( K2 - K3 ) L1+ ( K3 - K1 ) L2 + ( K1- K2) L3 ( A3)

由式( A2)易验证

  E
3

k= 1

Lk + k2 = 1 ( A5)

  E
3

k= 1

KkLk +k2 =
1
$
[ ( L1K1K2- L1K1K3 ) + ( L2K2K3- L3K2K3 ) - ( L2K2K1- L3K3K1 ) ] ( A6)

对于横观各向同性压电材料,文献[ 15]的研究结果表明:

  ReL1 = ImK1 = 0,  L3 = - L2 ,  K3 = K2 ( A7)

利用式( A7) , 式( A6) , ( A3)可化为

  E
3

k= 1

KkLk +k2 =
1
$
[ ( L1K1K2+ L1K1K2 ) + ( L2K2 K2+ L2K2K2) - ( L2K2K1 + L2K2K1) ] ( A8)

  $ = ( K2 L1 + K2L1) + ( K2L2 + K2 L2 ) - ( K1L2+ K1L2) ( A9)

综合式( A1, A5, A8, A9)知 E
3

k= 1

Jk + k2为实数# 
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The Fundamental Solutions for the Plane Problem

in Piezoelectric Media with an Elliptic

Hole or a Crack

Gao Cunfa   Fan Weixun

( Depa r tm ent of Air cr a ft , Nan jin g Un iver sity of Aeronaut ics and Ast r onau tics ,

Nan jin g 210016, P . R . Chin a )

Abstract

Based on the complex potential method, the Green. s functions of the plane problem in trans-

versely isotropic piezoelectric media with an elliptic hole are obtained in terms of exact electric

boundary conditions at the rim of the hole. When the elliptic hole degenerates into a crack, the fun-

damental solutions for the field intensity factors are given. The general solutions for concentrated

and distributed loads applied on the surface of the hole or crack are produced through the superpos-i

tion of the fundamental solustions. With the aid of these soltuions, some erroneous results provided

previously in other works are pointed out. More important is that these solutions can be used as the

fundamental solutions of boundary method to solve more practical problems in piezoelectric media.

Key words  piezoelectric media, elliptic hole, crack, plane strain, fundamental solution
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