
修正多重尺度法在圆薄板大挠度弯曲问题
中的应用及其渐近性研究( Ñ)

毕山卡卡布里那勒
¹   江福汝¹

( 1997 年 4 月 25日收到, 1998 年 5 月 30 日收到修改稿)

摘   要

本文应用修正多重尺度法研究圆板在铰链和简单支承条件下的大挠度弯曲# 作出其级数解,

分析其边界层效应和证明其渐近性# 
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中图分类号  O302

k 11 引   言

关于圆薄板大挠度弯曲问题的研究已有较长的历史[ 1- 4]# 特别是提出以中心挠度与板

厚度之比作为摄动参数的钱伟长方法之后,由于这种方法只须应用正值摄动方法就能求得足

够精确的渐近解,因而促进了摄动方法在研究板、壳大挠度弯曲问题中的应用# 但是当中心挠

度与板厚度之比较大时, 所得级数解的高阶项就可能大于其低阶项,失去其渐近性, 而往往就

会给出不合理的结果[ 5]# 

本文试图应用修正多重尺度法研究此问题, 作出形式解并研究其渐近性# 在1993 年, 乔

宗椿曾应用此方法作出薄板边缘固支下的形式解[ 6] , 只取用级数解的首项就得到文[ 1] 的结

果# 本文拟先研究铰链支承的情形, 再研究薄板边缘切向力为零的简单支承的情形# 在后一

情形,文[ 6]所采用的级数解的形式失效,而必须按摄动参数的分数次幂展开# 本文对文[ 6]作

适当的补充和修正# 

k 21 控 制 方 程

设圆薄板的半径为 a, 厚度为 h; 取板的中心作为极坐标系( r , H) 的原点, 以 N r 和N t 分别

表示板中面的径向和横向薄膜应力; 又设薄板作用有密度为 q 的均匀的横向载荷, 我们知道其

挠度 w 和N r , N t 决定于下面的冯#卡门方程组:
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其中 E 是薄板的杨氏模数, D = Eh
3
/ 12( 1- R2) 是薄板的抗弯刚度, R是泊松比# 如果引进

应力函数 F( r ) ,
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(212)

则( 211)化为
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再引进无量纲量

�w = w / a, �r = r / a, �F = F / Ea
2
, �q = qa/ Eh (214)

又得到无量纲的方程组:
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/ 12a
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< = dF / dr , 并略去了无量纲记号/ ~ 0 # 

k 31 多重尺度下的算子展开式

为显示解在边界 r = 1的急变性态,在该邻域引进两种尺度变量

N= u ( r ) / Ep
, G= r (311)

其中 u ( r ) 是待定函数, 要求在边界上取零值, 在邻域内部取正值; p 是待定常数, 用以选择变

量 N的尺度# 在多重尺度变量 N和 G下, 关于 r 的各阶导数可按Ep 的量级分解成

d
i
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i
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EjpD( j )

r
i   ( i = 1, 2, 3, ,) (312)

其中记

D(0)
r = u r5/5N, D( 1)

r = 5/ 5G

D(0)

r
2 = u

2
r
52

5N2
, D( 1)

r
2 = 2u r

52

5N5G+ u rr
5
5N, D( 2)

r
2 =

52

5G2

D(0)

r
3 = u

3
r
53

5N3
, D( 1)

r
3 = 3u

2
r

53

5N25G
+ 3u ru rr

52

5N2

 D( 2)

r
3 = 3u r

53

5N5G2
+ 3u rr

52

5N5 G+ u rrr
5
5N

 D
( 3)

r
3 = 53

/ 5G3 �

(313)
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将分解式( 313) 式代入( 216) , 得到关于算子 L 1 和 L 2 的分解式 :
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jp
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- 2p E
2

j = 0
E

jp
N j (314)

其中记
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r
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k 41 边缘铰链支承的情形

边界条件是

w = 0,
d
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(411)

在无量纲变量和应力函数的表示下是

w = 0,
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(412)

在上式中略去了无量纲记号/ ~ 0# 

假设边值问题( 215) 、( 412)的解具有展开式

W = E
]

n= 0

Enp
w n( r ) + E( n+ A) pW( r ) v n( N, G1)� � r (413)

5 = E
]

n= 0

Enp <n( r ) + E( n+ B)pW( r ) hn ( N, G)在该 (414)

其中 A, B是待定常数, W( r ) 是无限次可微的截断函数( cut_of f funct ion) , 用以消除边界层校正

项 vn , hn 对邻域外部的影响, 并保持 W 和 5 的可微性 ,

W( r ) =
0,   当 0 [ r [ 1/ 3

1,   当 2/ 3 [ r [ 1

将( 413) 和( 414)式代入边值问题( 215)、( 412) ,并比较 Ep 的同次幂系数# 当0 [ r [ 1/ 3

时, w n 和<n , ( n = 0, 1, 2, ,) 应满足递推方程组:
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为了确定 v n 和hn 再考察边界层邻域 2/ 3 [ r [ 1# 考虑到递推方程组(415) ~ ( 417) , 从控

制方程(215) 有
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从边界条件( 411)有
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为了求得较正项 v 0 的边界条件, 从 (419b) 知可取 A= 2; 为了求得 v 0, h 0 的控制方程, 从

(418a) 知可取 p = 1; 从(418b) 知可取 B= 3# 再比较 E的同次幂的系数, 从递推关系式(415)

~ (419) 知 w n , <n , v n, hn ( n = 0, 1, 2, ,) 确定于下面的递推边值问题 :
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( i = 3, 4, ,)

其中负下标的量取作零, 并记 �v n = W( r ) v n , �hn = W( r ) hn # 

为简单起见,下面只求出精确到 O( E2) 的级数解# 

从( 4110a)的第一方程解出 dw 0/ dr , 代入第二方程, 得到关于 <0 的常微分方程

d
2 <0

dr
2 +

1
r

d<0
dr

-
<0
r
2 =

- q
2
r
3

8<20
( 4113)

考虑到关于 <0/ r 当 r y 0是有界的条件, 假设 <0 具有级数解

<0 = q
2/ 3 E

]

i= 1
ai r

i
( 4114)

将上式代入方程( 4113) , 求得各系数为
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a2i = 0,  ( i = 1, 2, ,) ; a3 =
- 1

64a
2
1
, a5 =

- 2

3 @ 642a
5
1

a7 =
- 13

18 @ 643a
8
1
, a9 =

- 17

18 @ 644a
11
1

, ,
( 4115)

其中 a1 是待定常数, 由边界条件 d<0(1) / dr - R<0(1) = 0 确定# 所以

<0 = q
2/ 3

a1 rf ( cr
2
) ( 4116)

其中记 c = 1/ 32a
3
1, 和

f ( x ) = 1-
x
2 -

x
2

6 -
13
144x

3
-

17
288x

4
+ , ( 4117)

已证明级数( 4117)是收敛的[ 1]# 将( 4116) 式代入( 4113)经积分得

w 0 =
- q

1/ 3
r
2

4a1
g0( cr

2
) + k

其中 k 是积分常数,和

g0( x ) = 1 +
x
4

+
5
36

x
2
+

55
576

x
3
+

7
96

x
4
+ , ( 4118)

再由( 4110c)中关于 w 0 的边界条件和 k = q
1/ 3

g0( c) / 4a1 , 所以

w 0 =
1

4 a1
q
1/ 3

[ g 0( c) - r
2
g0( cr

2
) ] ( 4119)

下面再求边界层校正项# 从( 4110b)的第一方程有

u
3
r
53

v 0

5N3
-

<0
Gu r

5 v 0

5N = 0

为了使上面方程取最简单的形式, 可取待定函数 u ( r ) 使 u
2
r = <0/ G ,即取

u( r ) = Q
1

r

<0
r

dr ( 4120)

而得到 v 0 的最简单的控制方程

53
v 0

5N3
-

5 v 0

5N = 0 ( 4121)

它的满足条件 lim
r y 0

v 0 = 0 的解为

v 0 = A 0( G) e
- N

( 4122)

其中 A 0( G) 是待定函数# 从(4110c) 中关于 v 0 的边界条件得到 A 0( G) 的边界条件

A 0( 1) =
q
2

2 <0(1) - <c
0( 1) + R<0(1)

<30(1)
=

q

<20(1)
=

1

a
2
1 q

1/ 3f
- 2

( c) ( 4123)

为了得到 A 0( G) 的控制方程, 根据多重尺度法的步骤, 必须令方程(4111b) 的右端为零, 为此

还须再求出 <1 # 

从( 4111a)的第一方程解出 dw 1/ dr 再代入第二方程, 得到 <1 的控制方程

d
2
<1

dr
2 +

1
r

d<1
dr

-
1

r
2 <1 =

1

4a
3
1
f

- 3
( cr

2
) <1 ( 4124)

根据条件 lim
r y 0

( <1/ r ) < ] , 假设方程(4124) 具有级数解

<1 = E
]

i= 1

bi r
i

经代入方程( 4124)和比较 r 的同次幂的系数知
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<1 = b1 rf 1( cr
2
)

其中 b 1 是待定常数,和

f 1( x ) = 1+ x +
5
6

x
2

+
13
18

x
3

+
187
288

x
4

+
259
432

x
5

+
20485
36288

x
6
+ ,

再根据 <1 的边界条件知 b1 = 0, 所以 <1 S 0# 从方程(4111b) 的右端为零, 得到 A 0( G) 的控

制方程

dA 0

dG
+

3
4

<c
0

<0
-

1
4G

�3 A 0 = 0

它的满足条件( 4123)的解为

A 0( G) = a
- 2
1 q

- 1/ 3
f

- 5/ 4
( c) G

- 1/ 2
f

- 3/ 4
( cG

2
) ( 4125)

将( 4125) 式代回( 4122)式就求得 v 0( N, G) ,

v 0( N, G) = a
- 2
1 q

- 1/ 3
f

- 5/ 4
( c) G- 1/ 2

f
- 3/ 4

( cG2) e
- N

( 4126)

其中 a1 = (1/ 32c)
1/ 3

, 和 c 是代数方程 <c
0(1) - R<0(1) = 0 即

2 cf c( c) + (1- R) f ( c) = 0 ( 4127)

的根# 再从( 4110b) 的第二方程得到 h0 的控制方程:

52
h0

5N2
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1
G

dw 0

dr

A 0( G)
u r

e
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对 N积分两次, 并考虑到 h0 的边界条件得
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1
G

dw 0

dr

A 0( G)
u r

e
- N

( 4128)

为了求得准确到 O( E2) 的解, 还需再求出 w 1, <1 和 w 2, <2# 它们分别确定于边值问题
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dw 2

dr
<0 = r L 1w 0 -
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<1, L 2 <1+

1
r

dw 0

dr

dw 2

dr
=

- 1
2r

dw 1

dr
d

" "2

2

w 2 | r= 1 = - v 0 | N= 0, G= 1,
d<2
dr

- R<4 2� � (
r= 1

= (- D( 0)
r �h0) | N= 0, G= 1

 lim
r y 0

dw 2

dr
< ] , lim

r y 0

<2
r

< ]i

应用前面求 w 0, <0 的方法可以求得 w 1 S <1 S 0, 和

<2 = 4cr [ H ( c) f 2( cr
2
) - W2( cr

2
) ]

w 2 = a
- 2
1 q

- 1/ 3 1
32

a
- 3

[ r
2
g2( cr

2
) - g 2( c) ] - f

- 2
( c)d

其中 c 是代数方程( 4127)的根, 和

f 2( x ) = 1+ x +
5
6

x
2

+
13
18

x
3

+
187
288

x
4

+
259
432

x
5

+
20485
36288

x
6
+ ,

W2( x ) = x +
3
2

x
2
+

67
36

x
3
+

35
16

x
4
+

10849
4320

x
5

+
1032721
362880

x
6

+ ,

H ( c) =
( 1- R) W2( c) + 2cWc

2( c) - 4 f
- 3

( c)

(1 - R) f 2( c) + 2cf
c
2( c)
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g2( x ) = (- 1 + H ( c) ) + (- 2 + H ( c) ) x +
- 35
12

+
35
36

H ( c)

� � �

x
2

+
- 2225
576

+
275
288

H ( c)

� � 4

x
3

+
- 781
160

+
455
480

H ( c) ,

� �根据 再

x
4

+
- 207167
34560 +

205
216H ( c) A� � � 0x

5
+

- 36671129
5080320 +

323969
338688H ( c) x

6
+ ,

在下一节再考察圆板的边缘是简单支承的情形# 将发现如果仍采用 E的整数次幂的级数

解, 在边界将出现奇性而失效, 而必须按 E的分数次幂展开# 

k 51 边缘简单支承的情形

在无量纲变量和应力函数的表示下,边界条件是

w = 0,
d
2
w

dr
2 +

R
r

dw
dr

= 0, <( r ) = 0, 当 r = 1

lim
r y 0

dw
dr

< ] , lim
r y 0

<
r

< ]

(511)

(512)

(已略去无量纲记号/ ~ 0)# 仍假设边值问题( 215)、( 511)、( 512)的解具有展开式( 413)、( 414)# 
当 0 [ r [ 1/ 3时 w n 和<n( n = 0, 1, 2, ,) 仍满足递推方程组(415)、(417) ; 当 2/ 3 [ r [ 1

时满足递推方程组( 418) , 只是边界条件代替以

E
]

n= 0

Enp
w n | r= 1+ EAp E

]

n= 0

Enp
v n | N= 0, G= 1 = 0

E
]

n= 0
Enp d

2
w n

dr
2

r= 1
+ E(- 2+ A) p E

2

j = 0
Ej pD( j )

r
2

了求

E
]

n= 0
Enp

vn | N= 0, G= 1

+ R E
]

n= 0

Enp dw n

dr r= 1
+ E(- 1+ A) p

( D( 0)
r + EpD(1)

r ) E
]

n= 0

Enp
v n | N= 0, G=1 1 = 0

E
]

n= 0
Enp<n | r = 1+ EBp E

]

n = 0
Enp

hn | N= 0, G= 1 =2 0

( 513a)

( 513b)

( 513c)

为了求得 v 0 的边界条件, 从(513b) 知可取 A= 2; 为了求得 v 0, h0 的控制方程, 从(418a) 知可

取 p = 2/ 3; 又从(418b) 知可取 B= 3, 然后比较 E2/ 3 的同次幂的系数, 可得关于 w n , <n , v n, hn

( n = 0, 1, 2, ,) 的递推边值问题(在边界层内, 视 E- 2/ 3<0 与 v 0 是同阶量) :

1
r

dw 0

dr
<0 =

- qr
2

, L 2<0 =
- 1
2r

dw 0

dr
w

2

M 0�v 0-
1
G

( E- 2/ 3<0) D
(0)
r �v 0 = 0, N 0�h0 =

- 1
2G 2

dw 0

dr
D(0)

r �v] 0

� � w

w 0 | r= 1 = 0, <0 | r= 1 = 0, D
( 0)

r
2 �v 0 | N= 0, G= 1 = -

d
2
w 0

dr
2 + R

dw 0

dr
5

r= 1

lim
r y 0

dw 0

dr
< ] , lim

r y 0

<0
r

< ] , lim
Ny ]
�v 0 = 0, lim

Ny ]
�h0 = 0

( 514a)

( 514b)

( 514c)

( 514d)
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dw 0

dr
<1+

dw 1

dr
<0 = 0, L 2<1 +

1
r

dw 0

dr

dw 1

dr
= 0

M 0�v 1- ( E- 2/ 3<0)
1
G
D(0)

r �v 1 = - M 1�v 0+
1
G

dw 0

dr
�h 0

+
1
G [ ( E

- 2/ 3
<1) D

( 0)
r �v 0 + ( E

- 2/ 3
<0) D

(1)
r �v 0]

N 0�h1 = - N 1�h 0-
1
2G 2

dw 0

dr
( D(0)

r �v 1+ D( 1)
r �v 0) + 2

dw 1

dr
D(0)

r �v 0+ ( D( 0)
r �v 0)

2#  "

w 1 | r= 1 = 0, <1 | r= 1 = 0,

 D(0)

r 2 �v 1 | N= 0, G= 1 = - ( D(1)

r2
�v 0+ RD(0)

r �v 0) | N= 0, G= 1 -
d
2
w 1

dr
2 + R

dw 2

dr r= 1

lim
r y 0

dw 1

dr
< ] , lim

r y 0

<1
r

< ] , lim
Ny ]
�v 1 = 0, lim

Ny ]
�h1 = 0�

( 515a)

( 515b)

( 515c)

( 515d)

( 515e)

dw 0

dr
<n +

dw n

dr
<0 = rL 1wn- 3- E

n- 1

j= 1

dw j

dr
<n- j

L2<n +
1
r

dw 0

dr

dwn

dr
=

- 1
2r E

n- 1

j= 1

dw j

dr

dwn- j

dr

M0�vn - (E
- 2/ 3

<0)
1
GD

(0)
r �vn = - E

3

j = 1
M j �vn- j +

1
G E

j+ k= n- 1

dw j

dr
�hk

+ E
j+ k= n, ( j X 0)

(E- 2/ 3<j )D
(0)
r �v k + E

j+ k= n-1

(E- 2/ 3<j ) D
(1)
r �v k + E

1

i= 0
E

j+ k= n-2- i

�hj D
( i )
r �v k

N0�hn = - E
2

j= 1
Nj �hn- j -

1
2GE

n

j = 0
E
1

k= 0
2

dw j

dr
D

(k)
r �vn- j- k �

+ E
1

m= 0
( D( k)

r �vj- k)( D( m)
r �vn- j- m- 1) )

wn | r= 1 = - �vn- 2 | N= 0,G= 1, <n | r= 1 = - �hn- 3 | N= 0,G= 1

D
(0)

r
2 �vn | N= 0, G= 1 = - E

2

k= 1
D

( k)

r
2 �vn- k | N= 0,G= 1- RE

1

m= 0
D

(m )
r �vn- m- 1 | N= 0, G= 1

-
d
2
wn

dr
2 + R

dwn

dr
� � �

r= 1

lim
r y 0

dw n

dr
< ] , lim

r y 0

<n

r
< ] , lim

Ny ]
�vn = 0, lim

Ny ]
�hn = 0N

( 516a)

( 516b)

( 516c)

( 516d)

( 516e)

( 516f )

( n = 2, 3, , )

下面我们只求出准确到 O ( E
4/ 3

) 的级数解# 

从( 514a) 的第一方程解出 <0 代入第二方程得

- r
3 d

3
w 0

dr
3 - 5r

2 d
2
w 0

dr
2 + 3r

dw 0

dr
d

� �2

dw 0

dr
+ 2r

3 dw 0

dr
( (

� � -

2

=
1
q

dw 0

dr

5

(517)

假设具有级数解

873修正多重尺度法在圆薄板大挠度弯曲问题中的应用及其渐近性研究( Ñ )



w 0 = q
1/ 3

a0+ E
]

i = 1

a ir
i� � (

代入方程( 517) ,经比较 r 的同次幂的系数知

w 0 = q
1/ 3

[ a0+ a2 r
2
g( cr

2
) ] (518)

其中记 c = - 2a
3
2, 和

g ( x ) = 1 +
1
4 x +

5
36 x

2
+

55
576x

3
+

7
96 x

4
+

205
3456x

5
+

17051
338688 x

6
+ ,

从 w 0 的边界条件(514c) 知, a0 = - a2g ( c) , (518) 式又可写成

w 0 = Aq
1/ 3

[ g ( c) - r
2
g( cr

2
) ] (519)

式中记 A= - a2 是待定常数, 和 c = 2A3# 将(519) 式代回(514a) 的第一方程, 又求得

<0 =
- qr

2

2
dw 0

dr

- 1

= A1 q
2/ 3

rf ( cr
2
) ( 5110)

其中记 A1 = 1/ 4A, 和

f ( x ) = 1-
1
2

x -
1
6

x
2
-

13
144

x
3

-
17
288

x
4

-
37
864

x
5

-
1205
36288

x
6
+ ,

从 <0 的边界条件知

f ( c) = 0 ( 5111)

从代数方程( 5111)解出 c, 随之求出 A, 再代回(519) 和(5110) 式就完全确定了 w 0 和 <0# 下

面再求校正项 v 0 和 h0# 

从( 514b)的第一方程有

u
2
r
53

v 0

5N3
- ( E- 2/ 3 <0)

1
G
5 v 0

5N = 0 ( 5112)

为使上面方程取最简单的形式,可取待定函数 u( r ) 使 u
2
r = <0/ Gu , 即取

u( r ) =
3
2Q

1

r
<0/ r dr -

2/ 3

( 5113)

得到

53
v 0

5N3
- N

5 v 0

5N = 0 ( 5114)

这是关于 5v 0/ 5N的Airy方程, 具有解

v 0 = b 1( G)Q
N

0
A i ( t ) dt + b2( G)Q

N

0
B i ( t ) dt + b3( G)

其中 A i ( t ) 和 B i ( t ) 分别是第一类和第二类Airy函数; b1( G) , b2( G) , b 3( G) 是待定函数# 因

lim
Ny ]

v 0 = 0, 所以 b2( G) = 0, 和

b3( G) = - b1( G)Q
]

0
A i ( t ) dt

即

v 0 = - b 1( G)Q
]

N
A i ( t ) dt U

- b1( G)

2 P Q
]

N
t

- 1/ 4exp
- 2
3

t
3/ 2  

dt

=
- 2b 1( G)

6P Q
]

2/ 3 N
3/4 e

- x
2

dx ( 5115)

再从( 514b)的第二方程有

52
h0

5N2
= -

1
Gu r ( G)

dw 0

dr

5 v 0

5N
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经对 N积分两次, 并考虑到边界条件 lim
Ny ]

h0 = 0 得

h 0 =
- 2b 1( G) w 0, r

6PGu r ( G) Q
]

NQ
]

2/ 3t
3/ 4 e

- x
2

dx dt ( 5116)

式中 b 1( G) 是待定函数# 为了确定 b1( G) 再考虑下一边值问题 ( 515a) ~ ( 515e)# 
从( 515a) 的第一方程解出 <1 再代入第二方程,得

r
2 d

3
w 1

dr
3 f

2
( cr

2
) + 4

d
2
w 1

dr
2 f ( cr

2
) f c( cr

2
) + 2

dw 1

dr
[ ( f c( cr

2
) )

r 2

+ f ( cr
2
) f d( cr

2
) ] �+ r

d
2
w 1

dr
2 f

2
( cr

2
) +

dw 1

dr
2f ( cr

2
) f c( cr

2
q )  � 2

-
dw 1

dr
[ ( f

2
( cr

2
) -

r
2

4A3
f

- 1
( cr

2
) ] = 0 ( 5117)

假设 w 1 具有展开式(考虑到边界条件(515 e) ) :

w 1 = B0 + E
]

i= 2
B ir

i
( 5118)

代入方程( 5117) ,并令 r 的各次幂的系数为零, 求出 B 0, B 2, ,再代回( 5118) 式得

w 1 = B0 + B 2 r
2
g 1( cr

2
) ( 5118a)

其中 B0, B 2 是待定常数, 和

g1( x ) = 1 + x +
35
36

x
2
+

275
288

x
3
+

91
96

x
4
+

205
216

x
5
+

323969
338688

x
6
+ ,

又从边界条件( 515d)知 B0 = - B 2g1( c) , 所以

w 1 = B2[ r
2
g 1( cr

2
) - g1( c) ] ( 5119)

将 w 1 再代入(515a) 的第一方程, 又求得 <1 :

<1 = 4A
2
B 2 q

1/ 3
rf 1( cr

2
) ( 5120)

其中

f 1( x ) = 1+ x +
5
6 x

2
+

13
18 x

3
+

187
288 x

4
+

259
432 x

5
+

20485
36288x

6
+ ,

又根据 <1 的边界条件知 B2 = 0, 所以

w 1 S 0,  <1 S 0 ( 5121)

为了确定( 5115)和( 5116)式中的 b1( G) , 可令方程(515b) 的右端为零, 得到关于 b1( G) 的微分

方程

- 2

6P
- D( 1)

r
3 +

1
G
D( 0)

r
2 P� � l+

1
G

( E- 2/ 3<0) D
(1)
r 2

� � (

b 1( G)Q
]

2/ 3N
3/ 4 e

- x
2

dx +
1
G

dw 0

dr
h0 = 0

因为只要求级数解精确到 O( E4/ 3) , 可以取 b1( G) 使 db1( G) / dG= 0, 即

b1( G) = b1(1) =
- 1

u
2
r (1) A

c
i (0)

d
2
w 0(1)

dr
2 + R

dw 0(1)

dr
�� �( 5122)

下面再求出 w 2 和 <2, 它们确定于边值问题:

dw 0

dr
<2+

dw 2

dr
<0 = 0, L 2<2 +

1
r

dw 0

dr

dw 2

dr
= 0

w 2 | r= 1 = - v 0 | N= 0, G= 1, <2 | r= 1 = 0

lim
r y 0

dw 2

dr
< ] , lim

r y 0

<2
r

< ] %

( 5123a)

( 5123b)

( 5123c)
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重复前面求 w 1 和 <1 的步骤知道(参见(5118a) 和(5120) 式)

w 2 = D0+ D2 r
2
g1( cr

2
) , <2 = 4A2D 2 q

1/ 3
rf 1( cr

2
)

式中 D0, D2 是待定常数# 又根据 <2 的边界条件知 D 2 = 0, 即

w 2 = D0 = - v 0 | N= 0, G= 1 =
b1(1)

6
, <2 = 0 ( 5124)

边值问题( 215) 、( 511)、( 512) 的准确到 O ( E4/ 3) 的解是

w = w 0+ E4/ 3w 2+ E4/ 3W( r ) v 0( N, G) + O ( E6/ 3)

< = <0 + E6/ 3 W( r ) h0( N, G) + O( E6/ 3
)

关于级数解的渐近性质将在部分( Ò)讨论# 

k 61 数 值 分 析

作为一个例子,考察 E = 104kg/ mm2
, R= 013, a = 76mm的情形# 它们的挠度曲线如图

1, 2, 3, 4 所示:

( 1) 铰链支承情形

图 1 h= 01 1mm                    图 2  h = 013mm

( 2) 简单支承情形

图 3 h= 01 1mm                    图 4  h = 013mm
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从以上挠度曲线可以看出:

11 随着板的厚度增加, 边界层的效应增加, 和板的中心挠度减小;

21 当边界条件改变时,边界层的效应也改变, 边缘铰链支承板的边界层效应强于边缘简

单支承板的边界层效应, 因前者板的边缘在板平面内不能移动故# 
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Application of the Modified Method of Multiple

Scales to the Bending Problems for Circular

Thin Plate at Very Large Deflection and the

Asymptotics of Solutions( Ñ)

Bissanga Gabriel   Jiang Furu
( S han gha i In st itut e of Applied Mat hem a tics an d Mechanics , S han gha i Un iver sity ,

Shan ghai 200072, P . R . China )

Abstract

In this paper, the modified method of multiple scales is applied to study the bending problems

for circular thin plate with large deflection under the hinged and simply supported edge conditions.

The series solutions are constructed, the boundary layer effects are analysed and their asymptotics

are proved.

Key words  circular plate, large deflection, boundary layer effect, asymptotics, modified method

of multiple scales

877修正多重尺度法在圆薄板大挠度弯曲问题中的应用及其渐近性研究( Ñ )


