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摘   要

本文将钱伟长教授在文献[ 1]中提出的不可压缩粘性流的最大功率消耗原理进一步推广到本

构方程为 Eij = 5 S/ 5 Rc
ij 的非牛顿流体流动问题, 并采用识别的拉氏乘子法解除变分约束条件, 导出

其广义变分原理# 
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k 11 引   言

人们关于流体力学中的变分原理的研究早在本世纪 40年代就已经开始,其中具有较为重

要贡献的文献见[ 2 ) 6]# 但这些研究工作大都从 Bernoulli方程出发, 主要考虑物体外场的无

粘流动# 钱伟长教授首先从牛顿粘性流体的 Navier_Stokes方程出发,建立了粘性流体流动问

题的变分原理即最大功率消耗原理及其广义变分(驻值)原理[ 1]# 文献[ 7]把最大功率消耗原

理推广到一类特殊的非牛顿流体 ) ) ) 广义牛顿流体的流动问题, 并导出了相应的广义变分原
理# 本文在这些工作的基础上,进一步把最大功率消耗原理推广到本构方程为 Eij = 5S/ 5Rc

ij

的非牛顿流体(以下简称为非牛顿流体) 的流动问题,并用拉氏乘子法导出其广义变分原理# 

k 21 非牛顿流体流动问题的基本方程

如果我们取 Euler坐标 x i ( i = 1, 2, 3) , 则各点的流速为 ui ( x 1, x 2, x 3, t ) ,压力为 p ( x 1,

x 2, x 3, t )# 设流体中各点的应力为 Rij ,则对于我们这里所要讨论的非牛顿流体, 有

Rij = - pDij + Rc
ij (211)

其中 Rc
ij称为偏应力张量, 而

Dij =
1   i = j

0   i X j r N
(212)

因 Rij 为对称张量即Rij = Rji# 故 Rc
ij 也为对称张量# 流体的本构方程(应变速率与偏应力张

量的关系) 是

Eij = 5S/ 5Rc
ij (213)

这里 S称为非牛顿流体的应力函数[ 8] ,而应变速率张量与流速的关系为
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Eij = ( u i , j + uj , i ) / 2 (214)

ui , j = 5 u i / 5 xj (215)

另外,流体的运动方程为

Q 5 u i / 5 t + ukui , k = Q�F i + Rij , j (216)
其中 �F i为单位质量流体所受的体积力, Q为流体的密度# 由于一般无法从本构方程(213) 解

出 R
c
ij ,所以必须以 u i , p , R

c
ij 作为求解未知量,为此将(211) 代入( 216) 得到用这三个变量表示

的流体运动方程为

Q(5 u i / 5 t + ukui , k) = Q�F i - p , i + Rcij , j (217)

按( 214) , 本构方程( 213)可写成
5S/ 5Rcij = ( u i , j + u j , i ) / 2 (218)

此外,流体流动还需满足连续性方程

uk , k = 0 在 8 中 (219)

流场的边界条件为, 在给定面力的边界 #R上有

Rijnj = (- pDij + Rc
ij ) n j = �f i 在 #R上 ( 2110)

在固体壁面边界 #s 上, 有无滑移条件

ui = 0 在 #s 上 ( 2111)

另外,在来流边界 #u 上,流速为已知,即

ui = �u i 在 #u 上 ( 2112)

这里整个流场区域 8 的边界# = #R+ #s+ #u# 于是以 u i , p , Rc
ij 为求解量的定解问题为:在

边界条件(2110 ~ 2112) 式下,从方程组( 217 ~ 219) 求解 u i , p , R
c
ij# 

k 31非牛顿流体流动问题的最大功率消耗原理(双变量 u i , R
c
ij )

由于牛顿流体与非牛顿流体的差别在于本构方程的差异,而本构关系的差别在功率消耗

泛函中就表现为粘性耗散功率项的差别,由于单位体积流体的粘性耗散功率一般地可表示成

A = Q
E
ij

0
Rc
ijdEij (311)

与固体力学中势能和余能的关系相似, 并注意到 Rc
ij的对称性, ( 311)式也可表示成

A = Rc
ijEij - Q

R
c
ij

0
EijdR

c
ij = Rc

iju i , j - S (312)

至此,我们便可把文献[ 1]中关于不可压缩牛顿粘性流体流动问题的变分原理推广到非牛顿流

体的流动问题中而得到如下的非牛顿流体流动问题的最大功率消耗原理:

在一切满足连续性方程( 219)和边界条件( 2111)、( 2112)的 ui和任意选取的R
c
ij 中,使下列

流体功率消耗泛函

0 = 0 0+ QQQ8
[ R

c
iju i , j - S- Q�F iu i ] d 8 - QQ#

R

�f iu ids (313)

取极大值者,即为非牛顿流体流动问题的正确解# 这里泛函 00 的变分为

D00 = QQQ8
Q

5 ui

5 t
+ uku i , k Du id 8 (314)

证明  设 u i , R
c
ij 发生变分 Du i , DR

c
ij , 则
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0( u i + Dui , R
c
ij + DRcij ) = 0( ui , R

c
ij ) + D0 + D2 0 + , (315)

D0 = D00+ QQQ8

1
2
( u i , j + u j , i ) DR

c
ij +

1
2
Rcij D( u i, j + uj , i ) -

5S
5Rcij

DRc
ij - Q�F iDu i/! ! ( t d 8

- QQ#
R

�f iDu ids (316)

D2 0 = D2 0 0+ QQQ8

1
2 D( u i , j + u j , i ) DR

c
ij -

1
2

52S
5Rcij5Rc

pq
DR

c
pqDR

c
ij d 8 (317)

其中 D0 0见式( 314) , 而

D2 0 0 = QQQ8
QD

5 u i

5 t
+ uku i, k上 Du id 8 (318)

由于连续性方程( 219)是变分约束条件,故有

Duk , k = 0 (319)

因此

Dij pDu i , j = p Du i , i = 0 ( 3110)

而

015Rc
ijD( u i , j + u j , i ) = R

c
ij Du i , j ( 3111)

于是式( 316)可写成

D0 = D00+ QQQ8

1
2
( u i , j + u j , i ) -

5S
5Rc

ij� � #DR
c
ijd 8 + QQQ8

- Dij p + Rc
i ij� � j Du i, jd 8

- QQQ8
Q�F iDu id 8 - QQ#

R

�f iDu ids ( 3112)

因边界条件( 2111)和( 2112)式为变分约束条件,故有
Du i = 0   在 #s , #u 上 ( 3113)

于是按 Green定理,我们有

QQQ8
[- Dijp + Rc

ij ] Du i , jd 8 = QQ#
R

[- Dij p + Rcij ] njDu ids - QQQ8
[- p , i + Rc

ij , j ] Du id 8

( 3114)
因此

D0 = QQQ8
Q
5 ui

5 t
+ Quku i, k + p , i - Rcij , j - Q�F iD� � +Duid 8 + QQQ8

1
2 ( u i , j + u j , ien )

-
5S
5Rc

ij" DRc
ijd 8 + QQ#

R

[ (- Dij p + Rcij ) nj - �f i ] Du ids ( 3115)

若 ui , R
c
ij 使 0 取驻值,即 D0 = 0, 则由 Du i 和DRc

ij 在 8 中的变分独立性及Du i在 #R上的变分独

立性知, u i , R
c
ij 满足

Q(5 u i / 5 t + ukui , k) - Q�F i + p , i - Rc
ij , j = 0   在 8 中 ( 3116)

(5S/ 5Rc
ij ) - ( u i , j + u j , i ) / 2 = 0   在 8 中 ( 3117)

(- Dijp + R
c
ij ) nj - �f i = 0   在 #R上 ( 3118)

式( 3116)、( 3117)和( 3118)即为方程( 217)、( 218)和边界条件( 2110) ,因此在变分约束条件下,

使泛函 0 取驻值的 u i , R
c
ij 将满足非牛顿流体流动问题的所有方程和边界条件, 是问题的正确

解# 现在我们要证明该驻值为极大值# 从式(315) 知,此时只要证明 D2 0 [ 0即可# 为此

对式(3116) 取变分得
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QD(5 u i / 5 t + uku i , k) + Dp , i - DRcij , j = 0 ( 3119)

于是式( 318)可写成

D2 0 0 = QQQ8
[- Dp , i Du i + DRc

ij , j Du i ] d 8 ( 3120)

运用 Green定理和式( 319)、( 3113) ,我们有

QQQ8
- Dp , i Du id 8 = QQ#

u
+ #

s
+ #

R

- Dp niDu ids + QQQ8
DpDui , id 8

= QQ#
R

- DpniDuids ( 3121)

QQQ8
DRc

ij , j Du id 8 = QQ#
u
+ #

s
+ #

R

DRc
ijn jDu ids -QQQ8

DRc
ij DEijd 8

= QQ#
R

DRc
ijn jDu ids - QQQ8

DRc
ij DEijd 8 ( 3122)

于是式( 3120)可写成

D
2
0 0 = QQ#

R

(- DpDij + DR
c
ij ) n jDu ids - QQQ8

DR
c
ij DEijd 8 ( 3123)

对式( 3118)、( 3117)分别进行变分后得
(- DpDij + DRcij ) nj = 0 ( 3124)

DEij = (52S/ 5Rcij5Rc
pq) DR

c
pq ( 3125)

将( 3124)、( 3125)代入( 3123)得

D2 0 0 = - QQQ8

52S
5Rc

ij5Rcpq
DRc

pqDR
c
ijd 8 ( 3126)

将上式和( 3125)代入( 317)得

D2 0 = -
1
2QQQ8

52S
5Rc

ij5Rc
pq
DRc

pqDR
c
ijd 8 ( 3127)

对于本构关系为 Eij = 5S/ 5Rc
ij 的非牛顿流体而言,一般地满足

(52S/ 5Rc
ij5Rc

pq) DR
c
pqDR

c
ij \ 0 ( 3128)

故按式( 3127)有
D2 0 [ 0 ( 3129)

即上述泛函的驻值为极大值# 至此我们证明了非牛顿流体流动问题的最大功率消耗原理# 

k 41 非牛顿流体流动问题的广义变分原理(三变量 ui , p , Rc
ij )

在上述变分原理中, 有三个变分约束条件,即连续性方程( 219)式和流速边界条件( 2111)、

( 2112)式# 为了解除这些变分约束条件而使之成为泛函取驻值的自然条件, 我们分别在 8 中

和 #s , #u 上引入三个拉氏乘子 E, Ki 和Pi 把这三个变分约束条件引入泛函而得到新的泛函

0* = 0 +QQQ8
Eu i , id 8 + QQ#

s

Kiuids + QQQ#
u

Pi ( ui - �u i ) ds (411)

其中泛函 0 见( 313)式# 

对式( 411)进行变分,并运用 Green定理得

D0
*

= QQQ8
Q

5u i

5 t
+ uku i , k �- Q�F i - E, i - R

c
ij , j� � 'Du id 8 + QQQ8

1
2
( u i, j + uj , i ) )
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-
5S
5Rc

ij
DRc

ijd 8 + QQQ8
uk , kDEd 8 + QQ#

R
+ #

u
+ #

s

( Eni + Rc
ijnj ) Du ids

+ QQ#
s

( u iDKi + KiDu i ) ds +QQ#
u

[ ( u i - �u i ) DPi + PiDui ] ds - QQ#
R

�f i Du ids

= QQQ8
Q

5u i

5 t
+ uku i , k� � )- Q�F i - E, i - Rc

ij , j8 Du id 8 + QQQ8

1
2
( u i, j + uj , i )

-
5S
5Rc

ij
DRc

ijd 8 + QQQ8
uk , kDEd 8 + QQ#

s

u iDKids +QQ#
s

[ ( EDij + Rc
ij ) n j

+ Ki ] Du ids + QQ#
u

( u i - �u i ) DPids + QQ#
u

[ ( EDij + Rc
ij ) nj + Pi ] Du ids

+ QQ#
R

[ ( EDij + Rc
ij ) - �f i ] Du ids (412)

于是由泛函 0* 的驻值条件 D0* = 0, 我们有

Q(5 u i / 5 t + ukui , k) - Q�F i - E, i - Rc
ij , j = 0 在 8 中 ( 413a)

( u i, j + uj , i ) / 2 - 5S/ 5Rcij = 0 在 8 中 ( 413b)

uk , k = 0 在 8 中 ( 413c)

ui - �u i = 0   在 #u 上 ( 413d)

Pi + ( EDij + R
c
ij ) n j = 0   在 #u 上 ( 413e)

ui = 0   在 #s 上 ( 413f )

Ki + ( EDij + Rc
ij ) nj = 0   在 #s 上 ( 413g )

( EDij + Rc
ij ) n j - �f i = 0   在 #R上 ( 413h)

比较( 413a)和( 3116)式得
E= - p   在 8 中 (414)

将上式代入( 413e)、( 413g)和( 413h)式分别得到
Pi = - (- pDij + Rcij ) nj   在 #u 上 (415)

Ki = - (- pDij + Rc
ij ) n j   在 #s 上 (416)

�f i = - (- p Dij + Rcij ) nj   在 #R上 (417)

这里式( 415)、( 416)分别给出了拉氏乘子 Pi , Ki 的识别结果而式(417) 则是受力边界条件# 

其余的(413b)、( 413c)、( 413d)和式( 413f )分别是本构关系、连续性方程、来流边界条件和固壁
边界条件# 至此,我们通过泛函 0* 的驻值条件, 求得全部拉氏乘子和非牛顿流体流动问题

的全部定解方程和边界条件# 

把 E, Pi 和Ki的表达式(413)、( 414) 和(415) 代入(411) ,便得到非牛顿流体流动问题的广
义变分原理的泛函为

0
*

= 0 - QQQ8
puk, kd 8 - QQ#

s

(- pDij + R
c
ij ) nju ids - QQQ#

u

(- pDij + R
c
ij ) n j ( u i - �u i ) ds

(418)
于是,非牛顿流体流动问题的广义变分原理为:

在一切 u i , p , R
c
ij 中,使泛函( 418) 为驻值的 u i , p , Rc

ij 必为非牛顿流体流动问题的正确解

# 即泛函 0* 的驻值条件给出了 u i , p , Rc
ij 定解问题的所有方程和边界条件# 
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k 51 结 束语

本文对本构关系为 Eij = 5S/5Rc
ij 的非牛顿流体的流动问题,将文献[ 1] 中的牛顿粘性流体

流动问题的最大功率消耗原理进行了推广,并用拉氏乘子法导出了相应的广义变分原理# 由

于本构关系的特殊性,此类非牛顿流体流动问题的求解未知量中必须包括 Rc
ij , 这与牛顿流体

和广义牛顿流体的定解问题有一定差别# 本文的工作将为建立此类非牛顿流体流动问题的

混合有限元法提供理论基础# 
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Variational Principles in Hydrodynamics

of a Non_Newtonian Fluid

Shen Min

( Shangha i Instit ut e of Applied Ma them at ics &Mechan cis , Shangha i Univ er sity ,

Shan ghai 200072, P . R . China )

Abstract

In this paper, the principle of maximum power losses for the incompressible viscous fluid pro-

posed by professor Chien Weizang in reference [ 1] is further extended to the hydrodyamic problem

of the non_Newtonian fluid with constitutive law expressed as Eij = 5 S/ 5Rc
ij . The constraint cond-i

tions of variation are eliminated by the method of identified Lagrangian multiplier and a generalized

variational principle is established.

Key words  non_Newtonian fluid, variational principle, Lagrangian multiplier
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