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摘   要

根据不可逆变形过程中材料微结构的储能特性, 采用由弹簧和塑性阻尼器构成的简单机械模

型建立了不采用屈服判据的单晶本构关系# 在此基础上形成了与 KBW 自洽理论相应的多晶计算

格式# 计算格式中无需对滑移系的开动和滑移方向进行搜索, 使计算过程大为简化# 在多晶体分

析中 , 提出了一种基于正 20 面体各面内取向随机分布单晶响应的高斯平均和在空间完全均匀分

布的 20 个方向上算术平均的混合平均方案, 与通常的纯高斯积分平均方案相比, 在计算精度和效

率上都有较大提高# 用所发展的模型和算法分析了 316 不锈钢在具有代表性的路径下的循环塑

性, 得到了与实验相一致的结果# 

关键词  晶体塑性  本构关系  多晶堆积模型  非比例循环塑性

中图分类号  O344

k 11 引   言

自 30 年代以来人们开始了对晶体塑性的研究[ 1]# 60 年代以后实验技术、位错直接观察

技术和位错理论的进步以及计算机及其分析软件的发展, 促进了晶体塑性理论向深度和广度

发展# 自从 Hill[ 2] 、H ill 和 Rice[ 3] 建立了晶体塑性理论的几何学和运动学的完整体系后, 晶体

塑性理论的应用, 尤其是在复杂加载条件下多晶材料的响应分析中的应用日益引起人们的注

意, 而其关键在于: 建立合理的单晶本构关系和寻求简单易行的多晶数值分析方法# 

迄今为止的单晶本构关系在本质上仍以经典塑性理论为基本框架, 即以屈服剪应力的存

在为基本前提# 设作用于单晶的应力为 Rc , 则第 i 个滑移系运动与否由下式决定[ 4] :

ÛCi
\ 0,  如果 Rc : A

i
= Si 且ÛRc : A

i
= ÛSi

= 0,  如果 Rc : A
i
< S

i
; 或 Rc: A

i
= S

i
且ÛRc: A

i
< ÛSi, A (111)

式中

Ai =
1
2

( n
i Ý s

i
+ s

i Ý n
i
) (112)

为滑移系的取向张量, ni 和 s
i 分别表示滑移面法向和滑移方向的单位矢量# 单晶硬化律一般

可表示为
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ÛSi
= E

N

j= 1

h
ijÛCj

(113)

式中 h
ij
为硬化系数, 人们曾根据产生硬化的不同物理机制提出了相应的硬化律

[ 5 ) 12]# 

在已有的工作中, 由于假定屈服剪应力的存在并采用了相应的滑移准则( 见式( 111) ) , 使

得数值分析卷入了对滑移系的开动和滑移方向进行搜索的附加迭代, 不仅增加了数值分析的

复杂性, 而且可能影响多晶分析的精度、收敛性和计算效率# 

本文根据多晶体在变形过程中不可避免地存在着的各种微缺陷及其微应力场, 基于一个

简单机械模型建立了不采用屈服判据的单晶本构关系, 形成了与 KBW 自洽理论相应的多晶

计算格式# 尽管所发展的本构模型能够包含经典单晶本构关系为其特例, 但由于它不采用屈

服判据和相应的滑移系开动准则, 对应的多晶计算格式无需包含对滑移系的开动和滑移方向

进行搜索的有关过程, 使计算大为简化, 也有利于保证计算结果的唯一性# 在多晶响应的分

析中, 以正 20 面体为基础, 提出了一种基于各面内取向随机分布单晶响应的高斯积分平均和

20 个方向上的算术平均的混合平均方案, 具有较高的计算精度和计算效率# 用所发展的模

型与算法分析了 316 不锈钢在具有代表性的二维路径下的循环塑性, 较好地描述了主要实验

现象# 

k 21 单 晶 本 构 关 系

多晶中的任何单晶都不是孤立的, 其变形不可避免地受到相邻晶体的约束# 当多晶体发

生宏观塑性变形时, 由于各晶体取向等的差异, 可能导致晶体的弹性畸变; 同时多晶及晶体内

部不可避免地存在着的各种缺陷及其变化( 如晶界、相界以及位错及其运动和增殖等) 及其相

应的微应力场# 贮存于畸变晶体和微应力场中的能量在一定条件下可能被释放从而减少晶体

滑移所需的外部能量# 据此引入图 1 所示的描述单晶滑移的简单机械模型# 

图 1  滑移系本构关系

的简单机械模型

图 1 中, 贮存于弹簧 C (其刚度为 C ) 中的能量表示贮

存于材料微结构中的能量, 塑性滑块 am(其塑性阻尼系数

为 am ) 的运动表示滑移系的不可逆运动# 则弹簧的响应

为

Sm = C ( Cm - pm )   ( m = 1, 2, ,, N ) (211)

式中 Cm 和Sm 分别为第 m 个滑移系的滑移量和剪应力, N

为晶体的独立滑移系数目, pm 为内变量, 其变化与 Sm 之间

应满足耗散不等式 Smdp m \0( m 不作和)# 引入如下定义

的广义时间量度 Fm

dFm = | dCm | (212)

可以假设 Sm 和 pm 的变化间满足如下现象学关系 :

Sm = am
dpm

dFm
  ( m 不作和) (213)

式中 am > 0 以保证耗散不等式在任何条件下均成立# 

在滑移过程中, 位错的运动可能导致塞积、缠结等障碍, 它们增加了对位错运动的阻力, 导致了

材料的宏观硬化# 这种硬化可由 am 的变化现象学地加以描述# 设滑移系的硬化包含了自身
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硬化和潜在硬化两部分, 分别由 f m 和H m 描述, 令

am = a0f mH m , dz m =
dFm

f mH m
  ( m 不作和) (214)

式中 a0 为初始阻尼系数, z m 为描述第m 个滑移系运动的广义时间标度, 由式(213) 和(214)

可得

Sm = a0
dCm

dz m
  ( m 不作和) (215)

联立式( 211) 、( 213) 和( 214) 可得

dSm = CdCm - ASmdz m   ( m 不作和) (216)

式中 A= C / a0# 如果 C y ] , 由图 1 可知 p m = Cm , 由式(212) 和( 213) 立即得到

Sm = ? a0f mH m   ( m 不作和) (217)

这正是通常采用的单晶本构关系中的临界条件, 而 a0 即为初始临界剪应力# 式(216) 可进一

步表示为

ÛSm = T mÛCm   ( m 不作和) (218)

式中     T m = C -
A#m

f mH m
Sm , #m =

dCm

dFm
  ( m 不作和) (219)

如果定义硬化系数

h
mn

= T mD
mn   ( m 不作和) ( 2110)

则可得如下单晶本构关系

ÛSm = E
N

n= 1

h
mnÛCn   ( m = 1, 2, ,, N ) ( 2111)

不难证明 h
mn 正定# 这可保证解的存在和唯一性# 

k 31 硬化函数及其细观机制

式( 214) 引入了 f m 和H m 分别描述滑移系的自身硬化和潜在硬化# 在塑性变形过程中,

引起晶体硬化的机制是复杂的, 但大致可归结为两种基本类型: 塞积型硬化和缠结型硬化# 

塞积型硬化源于位错在障碍前的塞积所造成的对运动位错的阻碍# 它导致长程应力场,

且对运动位错的作用效果与位错运动的方向有关, 可较好地解释 Bouchinger 效应# 与某一滑

移系对应的塞积硬化为所有滑移系的塞积应力场对其影响效果的叠加# 

缠结型硬化则主要源于开动位错与林位错间的相互作用# 它导致短程应力场, 相应的

硬化表现为位错网络对位错运动的牵制或位错结构对运动位错的钉扎# 缠结对位错运动的

作用不显著受其运动方向的影响, 但缠结依赖于各滑移系的位错状态和滑移史# 不同滑移

系上位错的相互作用可能产生不同的缠结形式, 所导致的硬化间可能存在显著的差异# 缠

结型硬化的数学描述应能描述其历史相关性和不同滑移系间的位错状态和运动位错间相互作

用的差异# 

由于位错总是按最小阻力的方式运动, 故对晶体硬化的描述应综合考虑上述两种硬化机

制# 为此假设滑移系的硬化与滑移系的累积滑移量以及当前的硬化状态密切相关, 考虑到当

塑性变形充分发展时, 晶体硬化存在饱和状态, 可使 f m 的演化满足

df m

dz m
= B1( d 1 - f m) (311)
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式中 B1 和 d 1 为材料参数, d1 为 f m 的饱和值而B1 表示 f m 趋近于d 1 的快慢程度# 

Bassani[ 10] 在对潜在硬化进行了分析的基础上, 提出了一种能够较好地对其进行描述的单

晶硬化律# 本文直接引用 Bassani 的有关结果作为潜在硬化函数, 即

H m = 1+ E
k X m

f mk tanh( 2BsFk)   ( m = 1, 2, ,, N ) (312)

其中 Fk 为第 k 个滑移系的累积滑移; Bs 和f mk 为材料参数, Bs 表示H m 趋近于饱和值的快慢程

度而 f mk 为第 k 个滑移系和第m 个滑移系间的耦合硬化系数, 由滑移系间的相对取向决定, 反

映了第 k 个滑移系的累积滑移对第m 个滑移系硬化的贡献# 

容易看出, f m 和H m 分别具有饱和值d1 和1+ E
k X m

f mk , 容易证明当塑性变形充分发展时, 滑

移系的剪应力存在饱和值# 而当剪应力趋近于其饱和值时, 滑移系的硬化模量T m 趋近于零# 

k 41 应 用 与 验 证

411  单晶本构关系的增量形式
当 a 很大时, 直接将式(216) 改写为增量形式以计算滑移系的响应可能导致很大的误差

并影响解的收敛性[ 13]# 利用式( 216) 的积分形式, 可得到如下增量型本构方程[ 13]

$Sm = A m$Cm + Bm$z m   ( m 不作和) (411)

式中

A m = kmC, Bm = - kmASm ( z
( n)
m ) , z m = z

( n)
m + $z m

km =
1 - e

- A$z
m

A$z m
, $z m =

$Fm

f mH m
, $Fm = | $Cm |

  ( m 不作和) (412)

z
( n )
m 和Sm( z

( n)
m ) 分别表示第 m 个滑移系在第n 次加载后的广义时间标度和分解剪应力, 藉此

可将式(218) 写为如下增量形式

$Sm = T m$Cm , T m = A m +
#mBm

f mH m
, #m =

$Cm

$Fm
  ( m 不作和) (413)

利用式( 2110) , 可得增量单晶本构关系

$Sm = E
N

n= 1
h

mn$Cn (414)

412  基于 KBW自洽理论的多晶塑性求解格式

假设所研究的单晶和多晶均为体积塑性不可压缩, 则在等温和小变形条件下由 KBW 自

治理论可得

$Rc - $�R = - 2G (1- B) ($E
p
c - $�E

p
) (415)

式中 $Rc 和 $Epc 分别表示单晶体的应力和塑性应变增量, $�R和 $�Ep 分别表示多晶体的平均应

力和平均塑性应变增量, G 为材料的剪切弹性模量,

2 G (1 - B) =
2( 7- 5M)
15(1- M)

G (416)

由式( 415) 易得

( $Rc ) kk = $�Rkk , $sc - $�s = - 2 G ($Epc - $�Ep ) (417)

式中 $sc 和 $�s 分别为单晶增量偏应力和多晶平均增量偏应力# 若定义

$q = $�s +
2(7 - 5M)
15(1 - M)

G $�E
p

= $sc +
2(7- 5M)
15(1 - M)

G$E
p
c (418)
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且      $Epc = E
N

m= 1

Am$Cm , $Sm
= Am

: $sc (419)

则可得    E
N

m= 1
A

mn
$Cm = b

n   ( n = 1, 2, ,, N ) ( 4110)

其中     A
nm

= h
nm

+
2(7 - 5M)
15( 1- M) GA

n
: A

m
, b

n
= $q: A

n
( 4111)

在上述关系中, 多晶平均增量塑性应变 $�E
p
取为各单晶增量塑性应变 $E

p
c 的平均, 即

$�Ep = $E
p
c 个 ( 4112)

而多晶体的应力增量为

$�s = 2G ( $�e - $�E
p
) , $�Rkk = 3K $�Ekk ( 4113)

式中 $�e 为多晶的平均增量偏应变, K 为体积弹性模量# 

413  多晶塑性应变增量的混合平均方法
根据单晶增量塑性应变计算多晶平均增量塑性应变( 式( 4112) ) 的方法之一是体积平均,

即

$�E
p

=
1
V E

N c

i= 1
$E

p ( i )
c V i ( 4114)

式中 $Ep ( i )
c 和V i 分别为第i 个单晶的增量塑性应变和体积# 如进一步假设多晶中各单晶具有

相同的体积, 即 V = NcV i , 则上式可改写为

$�Ep =
1

N c E
N c

i= 1
$Ep ( i )

c ( 4115)

图 2 整体坐标系与局部坐标系

在多晶计算中, 通常将多晶体视为具有无数

随机取向的单晶的集合# 在这一理想化的前提

下, 式( 4115) 可表示为积分形式并采用高斯求积

的方法计算# 这种处理方法的实质是选择一些特

殊取向的单晶, 采用加权的方法近似求得多晶响

应, 它难以保证所取晶向在空间分布的均匀性, 这

在 H和<(见图 2) 方向上尤为突出# 本文采用了

一种求 $�Ep 的混合平均方法, 即以正 20 面体为基

础, 以中心至各面(均为正三角形) 形心的连线方

向(即为该面的法线方向) 确定 Hi 和 <i ( i = 1, 2,

,, 20) , 由此得到在空间完全均匀分布的 20 个方

向; 进而假设在各面内均存在无数取向随机分布

于该平面内的单晶, 即假设在各面内 X是连续变

化的, 则式(4115) 可表示为

$�E
p

=
1

20 E
20

i = 1

1
2PQ

P

- P
$E

p
c ( Hi , <i , X) dX ( 4116)

如进一步对 X采用高斯积分平均, 考虑到对称性, 并注意到正 20 面体的 20 个面是两两平行

的, 则上式可进一步表示为

$�Ep =
1

20 E
10

i = 1
E
4

j= 1

A
X
j $E

p
c ( Hi , <i , Xj ) ( 4117)
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其中高斯点坐标 Xj 和加权系数 A
X
j 见表 1, Hi 和 <i ( i = 1, 2, ,, 10) 的值见表 2 # 

如不计采用高斯加权系数带来的精度改善, 采用式( 4117) 计算多晶平均增量塑性应变相

当于对 40 个不同取向的晶体进行平均# 分析表明, 由于晶向分布合理, 采用混合平均法无论

在计算精度和计算效率上较纯高斯积分平均法都有较大的提高# 

表 1 高斯点坐标 Xj 及其加权系数 A X
j

j 1 2 3 4

Xj ( rad) 011090633 015183777    11052419    11461733

A X
j 013478548 016521452 016521452 013478548

表 2 10组独立的 Hi 和<i 值

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Hj (b) 0 72 144 216 288 288 216 144 72 0

<j (b) 37138 37138 37138 37138 37138 142162 142162 142162 142162 142162

414  计算与验证
本文对面心立方( FCC) 材料在具有代表性的二维复杂应变路径下的响应特性进行了分

析, 其局部坐标系中 12 个独立的滑移系排序及其相应的滑移面法向量 n
i 和滑移方向矢量 s

i

见表 3# 

表 3 FCC的 12对独立的滑移系矢量

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

n
i

( 1 1 1) ( 1 1 1) ( 1 1 1) ( 1 1 1) ( 1 1 1) ( 1 1 1) ( 1 1 1) ( 1 1 1) ( 1 1 1) ( 1 1 1) ( 1 1 1) ( 1 1 1)

s
i [ 1 0 1] [ 0 1 1] [ 1 1 0] [ 1 1 0] [ 0 1 1] [ 1 0 1] [ 1 0 1] [ 1 1 0] [ 0 1 1] [ 1 0 1] [ 0 1 1 ] [1 1 0]

在上述排序下, 耦合强化系数 f mn可用矩阵表示为

[ f mn ] =

0 C 1 C 1 C3 C2 C 1 C 1 C 2 C2 C1 C 3 C 2

0 C 1 C2 C1 C 2 C 1 C 3 C1 C3 C 1 C 2

0 C1 C2 C 3 C 2 C 1 C3 C2 C 2 C 1

0 C1 C 1 C 2 C 1 C2 C2 C 3 C 1

0 C 1 C 3 C 2 C1 C2 C 1 C 3

0 C 1 C 2 C3 C1 C 2 C 2

0 C 1 C1 C1 C 2 C 3

对称 0 C1 C3 C2 C2

0 C2 C1 C1

0 C1 C1

0 C1

0

在指定的应变( 或应力) 史下计算多晶体的应力( 或应变) 响应可采取增量和迭代的方法进
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行# 在给定应变史的条件下, 设已完成第 n - 1 次加载并已求得 �s ( n) 以及各滑移系的

f m (( n) , H m采 用 ( n) , Sm ( n) , Fm 平 均在 ( n) , z m表 ( n) , 现给定增量 $�E且已经历 k 次迭代并分别求得

�s ( k )
( n)、各单晶之 $Ec�� �

( k)
( n) 以及各滑移系的 $Cm0

( k )
( n) , $Fm ��

� � (A

( k )
( n ) , $z m

� � 0 1

( k )
( n) , 则可根据式( 412) 、

(413) 和 (2110) 计算 [ h
ij
]

( k )
( n) , 根据式 (418) 和 (4113) 可计算 [ A

ij
]

( k )
( n) , b

j�� � �� ( k )
( n) , 求解方程

(4111) 可得 $Ci 1
( k+ 1)
( n) 并依次求得 Sm

� � 0

( k+ 1)
( n) , $Epc

( k+ 1)
( n) , $�E

p42� � 2 ( k+ 1)
( n) , $�s 16#

( k+ 1)
( n) , $q径下

( k+ 1)
( n) ,

当相对误差

D=
| ( $q)

( k+ 1)
( n) - ($q)

( k)
( n) |

| ($q)
( k+ 1)
( n) |

[ D0 ( 4118)

图 3  滑移系的加 ) 卸载与反向加载特性

时, 迭代结束, 将有关量分别叠加到第 n - 1 次增

量加载的结果得到 �s ( n)、各单晶之 $Epc

� �1 1

( n) 及各

滑移的 Sm

� �  

( n) , Fm  

� �  

( n) , z m  

� � �   

( n) , f m 1( n) ,

H m � � !( n) 后进入下一步增量加载 # D0 为容许误

差, 本工作中取 D0 = 0101# 值得注意的是, 由于

采用了不含屈服判断的滑移模型, 数值分析中避

免了与判断滑移系的开动与滑移方向相关的附加

搜索和迭代过程, 计算格式简单明了# 

利用所发展的模型与算法对 316 不锈钢在室

温环境二维复杂加载路径下的响应进行了分析,

根据 Murakami 等[ 14]实验结果确定有关材料参数

如下:

G = 78GPa,      M= 01231

C = 314 @ 106MPa, A= 415 @ 104
,     dc = 112,    B1 = 20

C 1 = 0, C 2 = 0123, C 3 = 0132, Bs = 20

图 4 应变控制对称循环拉压下的材料响应    图 5 应变控制对称循环剪切下的材料响应

图 3 是根据上述材料参数计算的剪切加 ) 卸载和反向加载过程中的等效应力 ) 应变曲线

( 见粗实线) , 图中细实线为当 C 和A分别减少到原值的 10%, 其它参数和加载条件保持不变
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时的材料响应# 可见当 A充分大时, 材料的响应与采用含屈服判据的滑移模型的响应极为相

似# 合理地选取 A值, 能在一定程度上描述 Bauchinger 效应# 

为了描述材料在拉压 ) 剪切二维应变路径下的应力响应, 定义如下矢量:

    R
_

= Rn1 + 3Sn2, E
_

= En1 +
1

3
Cn2 ( 4119)

图 6 方形应变路径循环时材料二维应力响应  图 7 圆形应变路径循环时材料二维应力响应

式中 R和S分别表示正应力和剪应力, E和C分别表示正应变和剪应变, n1 和 n2 为一组正交的

单位基矢# 等效应力和应变和多晶体的宏观累积应变分别为

Re = | R
_

| = R2
+ 3S2

, Ee = | E
_

| = E2
+

1
3
C2

, F= Q| d E
_

| ( 4120)

图 8 在具有代表的 6种循环应变路径下

材料的等效应力随累积应变的变化

图 4 和图 5 分别为材料在等效应变幅 Ea =

014% 的对称拉压和剪切循环中的应力响应, 它

较好地描述了实验现象
[ 14]# 比较两种路径下的

响应可知采用多晶塑性理论得到的结果除了在滞

后回线的形态上存在差别外, 剪切应变循环对应

的应力幅值明显地小于拉压应变循环的应力幅值

(见图 8)# 这可归因于两种循环应变下晶体内部

滑移状况的差异, 而这种差异不能简单地由 M ises

等效准则精确地加以描述# 

在二维复杂循环应变路径下, 通常将循环应

变路径的最小外接圆半径定义为等效循环应变幅

值 Ea, 则图 6 和图 7 分别为方形和圆形应变路径

当 Ea = 014% 的二维应力响应# 结果与实验吻

合[ 14, 15] 得很好# 与在相同的等效应变幅值下沿比例路径的循环相比, 其应力幅值提高了

40% 以上(见图 8)# 在类似问题的现象学分析中, 通常通过定义恰当的非比例度及其相应的

非比例硬化将变形路径的非比例特征引入本构描述, 但由于在不可逆变形中材料内部组织结

构的变化十分复杂, 人们迄今仍难以较好地描述某些基本的实验现象# 在多晶塑性的描述
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中, 我们未引入任何非比例参数, 但通过考虑变形过程中不同滑移系的相互作用(如潜在硬化)

即较好地描述了材料在具有代表性的二维应变路径下的响应特性, 表明了多晶塑性理论在非

比例循环塑性的分析中具有良好的应用前景# 图8为恒应变幅( Ea = 014%) 具有代表性的 6

种二维应变路径下的等效应力 Re 随累积应变F变化的分析结果 # 6 种路径可大致分为 3

类[ 17]
: 比例路径( 如拉压、剪切) , 过原点的幅射状路径(十字形 ( stellate) 、米字形( cruciform) ) ,

不过原点的路径( 方形( square) , 圆形( circular) )# 从图8 中可见比例路径下的饱和应力水平较

低而第三类路径下的饱和应力水平较高# 分析结果与不同研究者的实验结果
[ 16, 17]

在定性或

定量上都吻合得很好# 

k 51 结   论

考虑到不可逆变形过程中材料微结构能够以残余内应力的方式贮存变形能, 这种能量在

一定的条件下能以一定的方式被释放并减少滑移所需的外部能量# 据此采用由弹簧和塑性阻

尼器构成的简单机械模型建立了不采用屈服判据的单晶本构关系, 进而形成了与 KBW 自洽

理论相应的多晶计算格式# 计算格式中无需对滑移系的开动和滑移方向进行搜索, 使计算过

程大为简化, 且有利于保证计算结果的唯一性# 在多晶体响应的分析中以由正 20面体各面的

法向量确定的在空间完全均匀分布的 20 个方向为基础, 提出了一种基于各面内随机取向单晶

的高斯积分平均和 20 个方向上的算术平均的混合平均方案, 与通常的纯高斯积分平均方案相

比, 在计算精度和效率上都有较大提高# 用所发展的模型和算法分析了 316 不锈钢在具有代

表性的路径下的循环塑性, 得到了与实验相吻合的结果# 
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A Nonclassical Constitutive Model for

Crystal Plasticity and Its Application

Peng Xianghe   Zeng Xiangguo   Fan Jinghong
( Depa r tm ent of Engineer ing M echan ics , Chon gqin g Un iver sity , Chongqin g 400044, P . R . Chin a )

Abstract

A nonclassical constitutive description for a slip system is formulated by using a simple mechan-i

cal model consisting of a spring and a plastic dashpot_like block. The corresponding constitutive mod-

el for a single crystal and the analysis for polycrystalline response is proposed based on the KBW. s

self_consistent theory. The constitutive model contains no yield criterion, so the corresponding nu-

merical analysis is greatly simplified because it involves no additional process to search for the activa-

tion of slip systems and slip direction. A mixed averaging approach is proposed to obtain the response

of polycrystalline material, which consists of the Gossian integral mean for the X which varies con-

tinuously within each face of the isosahedron and the arithmetic mean for the spatially uniformly dis-

tributed twenty sets of H and < determined by the normal of each face of the isosahedron. The main

features 316 stainless steel subjected to typical biaxial nonproportional cyclic strain paths are well de-

scribed. Calculation also shows that the developed model and the corresponding analytical approach

are of good accuracy and efficiency.

Key words  crystal plasticity, constitutive relation, aggregation model, nonproportional cyclic

plasticity
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