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摘   要

非线性力学系统的大范围周期轨道可以代表等能曲面上的同调类,这些同调类一般非平凡,

而等能曲面的拓扑性质又由相空间的拓扑性质及哈密顿函数的大尺度性质决定# 本文用后两类

性质估算了等能曲面的第 1 同调群的秩# 

关键词  大范围周期运动  同调类  Morse不等式

中图分类号  O302, O189

k 11 引   言

我们曾对Hamilton系统在平衡位置附近的小振动的类型数进行了估计,这种估计是针对

全构形空间的平衡位置而做的,但在每个平衡位置附近仍用了局部线性化的方法# 对于大范

围的周期运动, 这种局部线性化方法就不适用了# 本文将用相空间及 Hamilton函数的整体性

质对系统的大范围周期运动的类型数进行估计# 我们用的工具是同调群与 Morse 不等式# 

(可参阅[ 1] , [ 2]和[ 3]# )

设一个Hamilton 系统的构形空间是 n维C
]
_流形M ,其相空间为余切丛 T

*
M# 又设其

Hamilton函数是与时间无关的H: T
*
M y IR ,H光滑, E 为它的一个正则值# 根据 Maupertuis

原理, 该系统的相轨道位于由H( p , q ) = E 所确定的 T
*
M 的 2n - 1维子流形 K 上,即 C

]
_

曲线 C: I yK ,其中 I 为长度不等于 0的闭区间, I = [ t 0, t 1]# 如果 C是闭曲线,就说它是系

统的一个周期轨道# 我们的任务就是估计 K 上有多少种可能的周期轨道# 以下把 K 简称为

E 确定的等能曲面# 

设 C1与 C2为等能曲面 K 上的周期轨道, 如果 C1能在 K 中连续变形为C2,则应认为 C1与

C2是同一类型的# 换言之, 我们应该估计 K 上的可能的周期轨道的同伦类有多少, 显然,这

只须计算 K 的基本群 P1( K )# 但是,一般地说,计算同伦群总是比较困难的,我们将用第 1整

同调群 H 1( K ) 来代替 P1( K )# 依照Hurew icz定理,当 K 为道路连通时,有满同态

P1( K ) y H 1( K )

其核为 P1( K ) 的换位子群# 这就是说, 若 C是K 上的周期轨道,那么 C所代表的同调类中可

能有互不同伦的轨道,但是它们之间只相差 P1( K ) 中的若干换位子因子# 按照这样分类,我
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们的问题就转化成估计H 1( K )的大小# 具体地说,我们要给出H 1( K ) 的秩的一个上界# 以

下把整同调群 H q( X ) 的秩记作 dq( X ) ,把 H q( X , A ) 的秩记作 dq ( X , A ) # 

设 A 为T
*
M 的一个紧子集,Hamilton函数H在 A 上的限制H| A 只有非退化的临界点,

则把H| A 的指标为K的临界点个数记作CK( A )# 如果H在 A = T
*
M (设它为紧致) 上只有

非退化的临界点,则称H为 Morse型函数# 

一般地, 2 n维流形T
*
M 不是紧致的# 但可以找一个适当大的正整数 m,使 T

*
M 嵌入

m 维球面S
m
,成为 S

m
的子流形# 然后再取这子流形在 S

m
中的闭包,就得到一个紧致的 2n

维流形 W ,它与 T
*
M 同伦等价# 另外,H: T *

M y [ a, b ] 可用 W 上的可允许的 Morse函数

(见[ 3] ) f : W y [ a , b] 代替# 为了讨论的方便,以下常把 T
*
M 与 W 等同, 在 k 2中还把H

与 f 等同# 

k 21 主要 结果

我们的第一个估计结果是下面的定理# 

定理 1  设Hamilton函数 f : W y [ a , b] 与时间无关, E I [ a, b ] 是 f 的一个正则值, K

是 E 确定的等能曲面# 又设 f
- 1
( a) 是空集或者是单连通的# 若

C 2( f
- 1
[ E , b ] ) = 0  或  C2 n- 2( f

- 1
[ a , E] ) = 0

则有

d 1( K ) [ C1( f
- 1
[ a, E ] ) + C2 n- 1( f

- 1
[ E , b] ) (211)

这里 2 n = dim W # 

证明  记

f
- 1
[ a, E ] = Y 1, f

- 1
[ E , b ] = Y 2

则      Y 1 H Y 2 = K , Y 1 G Y 2 = W

根据 Mayer_Vietoris原理, 有正合序列

    , y H 2( W )
$

H 1( K )
S

H 1( Y 1) Ý H 1( Y 2) y H 1( W ) y ,
其中 $为复合同态:

H 2( W ) y H 2( W , Y 1) y H 2( Y 2, K ) y H 1( K )

当 C2( Y 2) = 0时,知 H 2( Y 2, K ) = 0,从而 $为零同态# 由正合性知 S是单同态,所以有

d 1( K ) [ d1( Y 1) + d 1( Y 2) (212)

再考虑正合序列

, y H 1( f
- 1
( a) ) y H 1( Y 1) y

l

H 1( Y 1, f
- 1
( a) ) y ,

因为 f
- 1
( a) 或者是单连通的,或者是空集,故 H 1( f

- 1
( a) ) = 0# 由此推知 l 为单同态,即有

d 1( Y 1) [ d 1( Y 1, f
- 1
( a) ) (213)

同理有    d 1( Y 2) [ d 1( Y 2, B ) (214)
其中 B 在f

- 1
( a) = ª 时为 W 的边缘,在 f

- 1
( a) = ª 时为 ª # 

把( 213)与( 214)代入( 212) ,并应用 Morse不等式即得

d 1( K ) [ C1( Y 1) + C2 n- 1( Y 2)
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当 C2n- 2( Y 1) = 0时, 证法相同# t

以上的估计方法要求 f
- 1
( a) 是空集或单连通的, 其目的是使得 H 1( f

- 1
( a) ) = 0# 下

面的一个定理将去掉这个限制条件# 换言之, 要把H 1( f
- 1
( a) ) 的影响考虑进去, 从而更有

普遍性# 

定理 2  设Hamilton函数 f : W y [ a, b ] 与时间无关# y 1 < y 2 < ,< ym是 f 的全部

临界值, E j I ( yj- 1, yj ) , K j 是E j 确定的等能曲面# 则

d 1( K j ) [ d 1( f
- 1
( a) ) + d0( K j ) + C 2n- 2( f

- 1
[ a, E j ] ) (215)

证明  记 X i = f
- 1
[ E i- 1, E i ] , 其中 E i I ( yi- 1, yi ) , i = 2, 3, ,, j - 1# 又设 E i确定的

等能曲面为 K i ,并记 K 1 = f
- 1
( a ) # 

假定

f
- 1
( y i- 1) = x

i- 1
1 , x

i- 1
2 , ,, x

i- 1
r ] )� � 0   ( i = 2, 3, ,, j )

其指标分别为 K1, K2, ,, Kr# 则X i是在K i- 1上粘了维数分别是 K1, K2, ,, Kr的胞腔所得到的

空间# 

另一方面, 设

f
- 1
( y i ) = x

i
1, x

i
2, ,, x

i
Y s� � �2   ( i = 2, 3, ,, j )

其指标分别为�K1, �K2, ,,�Ks# 则 X i是在K i上粘了维数分别是2 n - �K1, 2 n- �K2, ,, 2n - �Ks的

胞腔所得到的空间# 

现在可以写出两个正合序列:

0 y Ker 5 i
1 y H 2( X i , K i ) y

5 i
1

H 1( K i ) y H 1( X i ) y H 1( X i , K i ) y , y 0

0 y Ker 5 i
2 y H 2( X i , K i- 1) y

5 i
2

H 1( K i- 1) y H 1( X i ) y H 1( X i , K i- 1) y , y 0

由正合性可得秩的关系式

- X
i
1+ d2( X i , K i ) - d1( K i ) + d1( X i ) - d 1( X i , K i ) + , = 0

Xi2 - d 2( X i , K i- 1) + d 1( K i- 1) - d1( X i ) + d 1( X i , K i- 1) - ,= 0

其中 Xi1 与 Xi2 分别是 Ker 5 i1与 Ker 5 i
2 的秩# 这两个式子相加得

(- X
i
1+ X

i
2) + H

i
2 - [ d 1( K i ) - d 1( K i- 1) ] - H

i
1+ [ d 0( K i ) - d 0( K i- 1) ] = 0

(216)
其中 Hiq = dq ( X i , K i ) - dq( X i , K i- 1) , q = 1, 2# 

令 i从 2变到 j ,把这( j - 1) 个式(216) 加起来,得到

  E
j

i= 2
(- Xi1 + Xi2) + E

j

i = 2
Hi2 - E

j

i= 2
Hi1- d 1( K j )

+ d1( K 1) + d 0( K j ) - d 0( K 1) = 0

即有

  d 1( K j ) = d1( K 1) + d 0( K j ) - d 0( K 1) + E
j

i= 2

Hi2- E
j

i= 2

Hi1+ E
j

i= 2

(- Xi1+ Xi2)

[ d1( K 1) + d 0( K j ) + E
j

i = 2

Hi2 + E
j

i= 2

(- Xi1+ Xi2) (217)

对每个 i ,有

    - Xi1 + Xi2 [ Xi2 [ d 2( X i , K i- 1)   ( i = 2, 3, ,, j )
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将它代入( 217)式得

    d 1( K j ) [ d1( K 1) + d 0( K j ) + E
j

i = 2

d 2( X i , K i ) (218)

由 Morse不等式,有

    d 2( X i , K i ) [ C2n- 2( X i )

将它代入( 218)式即得所求的不等式( 215)# t

注  定理 2 提出的估计方法需要知道 d0 ( K j) ,即 K j 的连通分支数# 这在有些情况下可通过其它途径

得知# 例如, 当 W 是由多项式理想 J 决定的代数流形, 而且 f 是多项式函数时,可以由 J 与 f 的代数性质来

了解 d 0( K j ) # 

我们以刚体运动为例来说明定理 2的应用# 设刚体运动如[ 4]的 k 416所述, 其中约化系

统是定义在半径为 | L | 的球面 S
2
| L| 上的, Hamilton函数为

    H L( v ) =
1
2
( I v , v )

I 为惯量张量, H L有 6个非退化临界点 ? xK
i
, i = 1, 2, 3,指标分别为 1, 2, 0,使得

    IxK
i
= Ki xK

i
, ( x K

i
, xK

i
) = | L | 2,   K2 > K1 > K3

根据以上条件容易算出临界值分别为

    h i =
1
2
Ki | L |

2
,   ( i = 1, 2, 3)

而且等能集 H
- 1
L ( hi ) 分别为零维球面(即两点集) S

0
(当 i = 2, 3) 及两个相交于两点的圆周

S
1
(当 i = 1)# 因 S

2
| L| 紧致,故 H | L| 的值域为闭区间[ a, b ] ,且 a [ h3 < h1 < h2 [ b# 

设 h3 < E 1 < h 1 < E 2 < h 2,直接用定理 2可得

    d 1( K 1) [ 0 + 2+ 1 = 3

    d 1( K 2) [ 0 + 2+ 1 = 3

与[ 4]中的命题 41613的结论对照, (注:该命题中诸 hi 的大小顺序与该书的前文所述相反,似

有误,但并不影响其结论# ) 那里的 K 1与 K 2均为 S
0 @ S

1
,即两个分离的圆周,其第1同调群

的秩为 2,与我们的计算结果( [ 3) 相符# 

当构形空间 M 为紧致的无边缘流形时, 我们也可以去掉对 T
*
M 的紧性的假定和对

Hamilton函数H在可能出现的 W 的边缘上的限制, 直接在 M 上进行讨论# 

设Hamilton函数H= T + U, 其中 T 为系统的动能函数, U为势函数# 对给定的常数 E ,

若 T + U= E ,则当 E > U 时, T = E - U 可以定义由 E> U 确定的 M 的开子集上的一个

Riemann度量, 系统的一个周期轨道投影在这个开子集上就是关于这个度量的闭测地线# 要

估计这个开子集上所有可能的闭测地线数,同样需要知道该开子集的基本群(见[ 2] ) , 所以仍

可以用第 1同调群来近似# 

定理 3  设构形空间 M 为紧致无边缘的n维光滑流形# U: M y IR 为系统的势函数,而

且是 Morse型函数# E 为 U 的正则值,则

    d 1( ME ) [ C
c
1( M E)

其中 M E 为E > U 确定的M 的开子集, C
c
1( ME ) 是 U | M E 的指标为 1的临界点数# 

证明  这是 Morse不等式的直接推论# t

注( � )  如果 M E = M , 则只须直接从 P1 ( M ) 来预测闭测地线,见[ 5] # 
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注( � )  若对某个 K有CK+ 1 = CK- 1 = 0,则

    dK(- ) = CK(- )

(见[ 2] )# 这时可以提高( 215)式的精度# 

k 31 推广到退化情况

在前面的讨论中有一个共同的假定,即 Hamilton函数或势函数都是 Morse型函数# 这个

条件还可以减弱# 

设 f : W y IR 为紧致光滑流形W 上的C
] 类函数# 又设 f 的临界点的全体构成 W 的有

限个连通的光滑子流形, f 的Hesse矩阵在这些子流形的法方向上仍是非退化的, (当 W 有边

缘时,对 f 在边缘上的性态仍要求与可允许的Morse型函数相同# ) 则称 f 是广义的Morse型

函数,称这些子流形为 f 的非退化临界流形# 显然,广义Morse型函数的临界点一般是退化的

# 

假定 N 是 f 的一个非退化临界流形,则把 f 的Hesse矩阵在 N 的法方向上的负惯性指标

称为 N 的指标# 

对于广义的 Morse型函数,有广义的 Morse不等式, 其一般表述请见[ 2]# 我们在这里只

把前面三个定理在Hamilton函数或势函数是广义 Morse型函数条件下的结果总结如下:

设 f (或 U) 的指标为 K的非退化临界流形N
K
p 共有�CK个(或 �Cc

K个) ,而且每个 N
K
p 的法丛

都是可定向的# 若

  d s( N
A
p ) = d s( N

A
q ) = d

A
s ;   p , q = 1, 2, ,, �CA或�C

c
A (311)

对每个 s , A的值都成立,那么只须把前面各定理中的 Ck(- ) (或 C
c
k(- ) ) 都换成

  E
k

A= 0
�C A#dAk- A   (或 E

k

A= 0
�Cc
A#d Ak- A)

这些定理依然成立# 当( 311)式不成立时,仍然可以按照广义 Morse不等式进行计算# 
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The Homology Classes of Large_Scale Periodic

Orbits on Nonlinear Space

Gu Zhiming

( Nanjin g Univ er sit y of Aeron au tics an d Astr on autics , Nan jing 210016, P . R . Chin a )

Abstract

The large_scale periodic orbits of a nonlinear mechanics system can represent the homology clas-

ses, which are generally non_trivial, of the energy level surface and the topology properties of an

energy level surface are determined by the that of the phase space and the large_scale properties of

the Hamiltonian. These properties are used for estimate of the rank of the first homology group of

energy level surfaces in the paper.

Key words  large_scale periodic motion, homology classes, Morse inequalities
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