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摘   要

研究非完整系统动力学的一类逆问题# 给出非完整系统的运动方程及其显式, 考虑一类仅受

齐次非完整约束的力学系统的 Szebehely问题,研究已知一类第一积分的一般非完整系统的情形# 

最后举例说明其应用# 
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k 11 引   言

动力学逆问题是力学中的一个重要课题,已受到许多学者的广泛关注# 1977年, Szebehely

提出了一类动力学逆问题:已知平面上一质点的一族带参数的轨线, 确定质点的力函数# 他最

终得到关于力函数的一个一阶线性偏微分方程; 后来, Erdi[ 1] , Melis 和 Piras[ 2] , Melis 和

Borghero[ 3] , Bozis和Mertns[ 4]等将 Szebehely 问题推广到了三维及 n 维的完整系统;最近,本文作

者与梅凤翔教授[ 5]研究了一类非完整系统的 Szebehely问题# 

本文研究带一类第一积分的非完整系统的 Szebehely 问题# 首先,将非完整系统的 Routh

方程表示为显式,去掉乘子后将它变为一个二阶常微分方程组, 此方程组和约束方程确定系统

的运动;其次,考虑仅受齐次非完整约束的力学系统的 Szebehely问题,得到比独立广义速度数

目少 1的一组关于力函数的偏微分方程;然后,讨论带一类第一积分的一般非完整系统的情

形;最后举例说明其应用# 

k 21 非完整系统的运动方程及其显式

为叙述简单,如无特殊声明,本文中的表达式采用 Einstein求和约定, 以下指标分别取值

为: s, k , l , m, i , j = 1, ,, n; B, C= 1, ,, g ; L, A= 1, ,, E- 1( E= n - g) ; M= 1, ,, n -

1# 
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设力学系统的完整约束是定常的, 其位形由 n 个广义坐标 q
s
( s= 1, ,, n)来确定,系统的

运动受有 g 个理想的非完整约束

fB( q, Ûq) = 0 (211)

其中, q= ( q
1
, ,, q

n
)
T
, Ûq= ( Ûq 1

, ,, Ûqn
)
T
,系统的运动方程可表为Routh方程形式

[ 6]

d
dt

5T
5Ûqs -

5T
5 q

s =
5 U

5 q
s + KB

5f B
5Ûqs (212)

其中, T = 1/ 2ask( q) ÛqsÛqk为系统的动能, U = U( q) 为力函数, K
B
为未定乘子# 方程(212) 能

展开为显式

a skq
##k

+ [ k , m; s ] Ûq kÛqm
=

5U

5 q
s + K

B 5f B
5Ûqs (213)

其中, [ k , m; s ] 为 ask 的第一类Christoffel记号# 由方程( 213)得到广义加速度的表达式

q
##l

=
$sl

$
- [ k , m ; s] ÛqkÛqm

+
5U

5 q
s + KB

5f B
5Ûqsth (214)

这里, $= det( a sk) , $
sl为 $中元素( s, l )的代数余子式# 将约束方程( 211)两边对 t 求导,得

5fB
5Ûq l q

##l
+

5f B
5 q

l Ûq
l
= 0 (215)

将( 214)代入方程( 215)中, 得到为确定乘子 KB的代数方程# 解这组代数方程,可得 KB的表达

式

KB = -
$
CB
1

$1

5f C
5ql Ûq

l
-
$
CB
1

$1

5f C
5Ûql

$sl

$
- [ k , m; s ] ÛqkÛqm

+
5U

5 q
s t i (216)

其中, $1 = det
$sl

$
5f C
5Ûql

5fB
5Ûq s )

� � �G

, $CB1 为 $1中元素( C, B) 的代数余子式# 将(216) 代入(214) 中,

得到

q
##l

= H
l
+ G

ls 5U

5 q
s (217)

其中

H
l
= H

l
( q, Ûq)

=
$

sl

$
- [ k , m ; s] ÛqkÛqm

-
5fB
5Ûqs

$CB1
$1

5f C
5qkÛq

k
+

5f B
5Ûqs

$CB1
$1

5f C
5Ûq i

$
ji

$
[ k , m; j ] ÛqkÛqmny

G
ls
= G

ls
( q, Ûq) =

$s l

$
1-

5f B
5Ûqk

$
CB
1

$1

5f C
5Ûqm

$km

$
al

系统的运动由方程( 211)、( 217)确定# 

k 31 齐次非完整约束系统的 Szebehely问题

假设约束方程( 211)的左边函数满足
5fB
5Ûq sÛq

s
= kBf B (311)

可将( 211)、( 311)合并表示为: 系统广义坐标和广义速度被限制在流形 8 上

8: f B( q, Ûq) = 0,   
5f B
5ÛqsÛq

s
= kBf B (312)

此系统的运动方程与方程(217)有相同的形式# 仅受线性齐次非完整约束的系统显然满足条件
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(311)# 以上系统的一类 Szebehely问题已在文[ 5]给出# 下面,从另一角度来考虑此类系统# 

方程( 217)可以看成是某一质点在 n维空间中的运动方程# 假设已知此质点运动轨线被

限制在位形空间的流形 C 上

C : UL( q) = CL (313)
这里, CL为任意的常数# 将(313) 两边对 t求导, 得到

5 UL
5qsÛq

s
= 0 (314)

假设( 314)与约束方程( 211)各式独立# 现考虑非完整系统( 312)、( 217)的一个动力学逆问题:

已知系统的轨线约束流形( 313)和非完整约束流形( 312) ,确定系统的力函数 U# 

方程( 211)和( 314)可以看成是关于广义速度 Ûqs 的n - 1个独立的方程,解这组方程可得到

n 个广义速度中的n - 1个的表达式, 不妨设这 n - 1个广义速度为 Ûq1
, ,, Ûq n- 1

, 考虑到条件

(311) ,应有形式
Ûqv

= M
v
( q) Ûq n

(315)
设 M

n
= 1,则(315) 式结合 Ûq n

= M
nÛqn 可合写为

q
#s

= M
s
( q) Ûqn

(316)
将( 316)式代入方程( 217)中,得到

q
##l

= A
l
( q) ( Ûqn

)
2
+ B

ls
( q)

5U

5 q
s (317)

其中

A
l
( q) = H

l
( q, M( q) ) , B

ls
( q) = G

ls
( q, M ( q) )

M( q) = ( M
1
( q) , ,, M

n
( q) )

T

将( 314)对 t 求导,得

5 UL
5ql q

##l
+

52UL
5 q

k5 q
sÛq

kÛqs
= 0 (318)

然后,将( 316)、( 317)代入方程( 215)、( 318)中, 得到

5fB
5Ûq l A

l
( Ûqn

)
2
+ B

ls 5U

5 q
s-

� � $

+
5fB
5 ql

M
lÛqn

= 0 (319)

5 UL
5ql B

ls 5 U

5 q
s +

5UL
5 q

lA
l
+

52UL
5 q

l5 q
sM

l
M

sG

� � �,

( Ûqn
)
2
= 0 (3110)

因为方程( 215)和方程( 317)实际上是相容的, 故( 319)为恒等式# 系统的力函数 U由( 3110)确

定# 容易得知, 系统( 312)、( 217)具有能量积分[ 6]

T - U = E (3111)
其中, E 为几何参数CL的函数# 将式( 316)代入( 3111)后,可得到

( Ûqn
)
2
=

2( U + E)

aslM
s
M

l (3112)

将( 3112)代入方程( 3110)中,得到

5 UL
5ql B

ls 5 U

5 q
s +

2( U + E )

amkM
m
M

k

5 UL
5qlA

l
+

52UL
5 q

l5 q
sM

l
M

s(� � (,
= 0 (3113)

方程( 3113)是 E- 1个关于力函数 U的一阶线性偏微分方程,这可看成 Szebehely 问题对非完整

系统( 312)、( 217)的一个推广# 

如果( 313)式中 L= 1, ,, n- 1,且让(314)与约束方程(211) 相容, 则以上问题变为文[ 5]
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中考虑的问题# 

现假设根据质点运动的一些基本力学性质,已知系统具有一类第一积分

bs( q) Ûq s
= K (3114)

K 为几何参数CL的函数# 将( 316)代入( 3114)中, 可得

Ûqn
=

K

bsM
s (3115)

将( 3115)代入( 316)中, 得

Ûql
=

M
l
K

bsM
s (3116)

由能量积分( 3111) ,可得到

U = T - E =
1
2 akl

M
l
M

k

( bsM
s
)
2K

2
- E (3117)

故( 3117)确定了系统的力函数# 不过,这时几何参数 CL的两个函数E 与K 一般不独立, 两者

之间存在一些关系# 将( 3117)代入方程( 3113)中,得到

ELK
2
+ FLA

5K
5CAK + JLA

5E
5CA = 0 (3118)

其中

EL =
1

2( biM
i
)
3

5 UL
5 q

l B
ls 5 akm

5 q
s M

k
M

m
+ 2

5Mk

5qsM
m
akmB

� � (l

( biM
i

( )

- 2
5bi

5qsM
i
+ bi

5M i

5qs

L

akmM
k
M

m
+

1

( biM
i
)
2

5 UL
5qlA

l
+

52UL
5 q

l5 q
sM

l
M

sÛq! ! �n

FLA =
1

( biM
i
)
2akmB

ls
M

k
M

m 5 UL
5ql

5UA
5qs ,  JLA = -

5 UL
5ql B

ls 5 UA
5 q

s

( 3118)式就是积分常数 E 与K 的相容性条件# 

k 41 一般非完整系统的情形

假设力学系统的非完整约束方程为( 211) , 则系统的运动方程应为( 217)# 现考虑非完整
系统( 211)、( 217) 的一类动力学逆问题: 已知系统的轨线约束流形( 313) , 非完整约束流形
( 211)及一类第一积分

g( q, Ûq) = C (411)
确定系统的力函数 U# 上式中 C 应与几何参数CL有关# 

将( 313)对 t求导,得到方程(314)# 方程(211)、(314)、(411) 是关于 n个Ûqs 的n个方程,故

可解得广义速度 Ûqs
的表达式,设为

Ûqs
= N

s
( q, C) (412)

将( 412)代入方程( 217)中,得到

q
##l

= �H l
+ �G ls 5U

5 q
s (413)

其中

�H l
= �H l

( q, C) = H
l
( q, N( q, C ) ) ,  N ( q, C) = (N

1
( q, C ) , ,, N

n
( q, C ) )

�G ls
= �G ls

( q, C) = G
ls
( q, N ( q, C) )
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将方程( 314)两边对 t 求导,得到方程( 318)# 将方程( 412)、( 413)代入方程( 318)中, 得到

�G
ls 5 UL
5ql

5U

5qs +
5UL
5 q

l�H
l
+

52UL
5 q

k5qsN
k
N

s
= 0 (414)

方程( 414)是关于力函数 U的E- 1个方程,由此可确定系统的力函数# 

k 51 应   用

设一在势力场中运动的质点, 受有一个非线性非完整约束

Ûz 2
= Ûx 2

+ Ûy 2
(511)

系统的动能为 T = ( Ûx 2
+ Ûy 2

+ Ûz 2
) / 2# 给定一轨线约束流形

f ( x , y , z ) = C (512)
C 为几何参数# 现确定系统的力函数 U( x , y , z )# 

系统的运动方程由( 217)给出

x
##
=

5U
5x + 2ÛxK,  y

##
=

5U
5y + 2ÛyK,  z

##
=

5 U
5z - 2ÛzK (513)

其中

K=
1

2( Ûx 2
+ Ûy 2

+ Ûz 2
)

- Ûx 5U
5x - Ûy 5U

5y + Ûz 5 U
5z

方程( 3113)给出

A
5 U
5x + B

5U
5y + D

5 U
5z + 2( U+ E) F = 0 (514)

其中

A = (M
2
2 + 1)

5f
5x - M1M2

5f
5y + M1

5f
5z ,  B = - M1M2

5f
5x + ( M

2
1+ 1)

5f
5y + M2

5f
5 z

D = M1
5f
5x + M 2

5f
5y + ( M

2
1+ M

2
2)

5f
5z

F = M
2
1
52f
5x 2+ M

2
2
52f
5y 2+

52
f

5z 2+ 2M1M2
52

f
5x5y + 2M1

52f
5x5z + 2M2

52
f

5y5z

M1 =
- f x f z ? f y f

2
x + f

2
y - f

2
z

f
2
x + f

2
y

,  M 2 =
- f y f z ? f x f

2
x + f

2
y - f

2
z

f
2
x + f

2
y

方程( 514)可确定系统的力函数 U# 

若已知系统存在第一积分

a1Ûx + a2Ûy + a3Ûz = K (515)
其中, a1 = a1( x , y , z ) , a2 = a2( x , y , z ) , a3= a3( x , y , z )# 则由(2117)可得到系统的力函数

U =
(M

2
1 + M

2
2+ 1) K 2

2( a1M1+ a2M2+ a3)
2 - E (516)

K 与E 应满足相容性条件

HK
2
+ GK

5K
5C

+ I
5E
5C = 0 (517)

其中

H =
1

M
3 A M1

5M1

5x + M2
5M2

5x (# + B M1
5M1

5y + M 2
5M2

5y5� � (+ D M1
5M1

5z + M2
5M 2

5z与方 式 约束 M
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- A
5M
5x - B

5M
5y - D

5M
5z +

F (M
2
1 + M

2
2+ 1)

M
2

G = A
5f
5x + B

5f
5y + D

5f
5z �

M
2
1+ M

2
2+ 1

M
2 ,  I = A

5f
5x + B

5f
5y + D

5f
5z

M = a1M1+ a2M 2+ a3M3

考虑一类特殊情况# 假设( 512)中

f ( x , y , z ) = x -
1
2
z (518)

则( 514)变为

3
5U
5x - 3

5U
5y = 0 (519)

方程( 519)的一般解为
U = U( 3x + 3y , z ) (5110)

U为任意函数# 显然,著名的Appell例
[ 6]
为其特例# 
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Szebehely. s Problem for Nonholonomic Systems

with a Given First Integral

Zhu Haiping

( Depa rtm ent of Mechan ics , Peking Un iv er sity , Beijing 100871, P . R . China )

Abstract

An inverse problem for nonholonomic systems is studied. The equations of motion of nonholo-

nomic systems are given, and the Szebehely. s problem for a mechanical system with homogeneous

nonholonomic constraints is considered, and the general nonholonomic systems with a given first inte-

gral are studied.
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