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摘   要
高度远小于横向和纵向几何尺寸的平行平板流动腔是当前用以体外研究细胞力学行为的主

要工具之一# 人们常用的是上下两平行平板是矩形边界的流动腔# 这种流动腔内(除入口端和出

口端的邻近区域外)的流场是均匀的[1] , 因而每次实验只能观测底部培养细胞受一种切应力值的

影响情况# 本文提出一种上下两平行平板不是矩形的平行平板流动腔# 通过对腔内流体作定常

流动的流场进行详细分析,给出了流动腔内流速和腔底切应力值的分布# 结果发现, 利用这种非

矩形平行平板流动腔可以同时研究底部培养细胞在多种切应力值下的力学行为# 本文理论结果

与超声多普勒技术检测流速的实验结果吻合得相当好# 

关键词  非矩形平行平板流动腔  切应力  定常流  细胞力学行为

中图分类号  O357

k 11 前   言

研究细胞生长与切应力关系
[ 1]
首先必须解决的课题是如何在体外模拟既适合于细胞培养

又能较方便地定量计算出切应力值的切应力环境# 目前, 平行平板流动腔技术
[ 2]
是体外模拟

细胞生长的切应力环境的主要手段之一# 

例如,人们为了研究在切应力作用下动脉内皮细胞损伤、白细胞和血小板粘附和变形和动

脉粥样硬化的关系, 常常采用矩形边界的流动腔[ 3]# 这种流动腔内(除入口端和出口端的邻近

区域之外)的流场是均匀的[ 4] ,定常情况下流动腔底板上培养细胞所受的切应力 S可用公式 S

= 6LQ/ ( bh
2
) (式中 Q为流入流量, L为流体粘度, b 和 h 分别为流动腔的宽度和高度) 来计

算[ 4]# 由于动脉粥样硬化往往发生在动脉狭窄部位, 所以为弄清其机理, 需了解细胞在狭窄

部位(切应力值较高) 与其它部位(切应力值较低) , 即受不同切应力作用下, 结构和功能的差

异情况# 如用只有单一切应力值的矩形边界流动腔来研究不同切应力下内皮细胞的力学行

为,就必须通过改变流室宽度( b) 和高度( h ) 或腔内流量( Q) 而达到目的# 改变流室宽度和

高度必须要拆换装置;而改变腔内流量时若不更换细胞则不同切应力作用下细胞的初始状态

不一致,所以每次改变流量时必须更换细胞# 这些操作程序将不可避免地造成实验周期长、

费用增多以及不同次实验细胞性能的差异而造成的数据可比性差等一系列的弊端# 
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图 1  非矩形平行平板流动腔

为了克服矩形边界流动腔在研究细胞力学行

为时每次只能对一个切应力值进行的弊病, 同时

考虑到动脉粥样硬化往往发生在狭窄部位的事

实, 本文提出一种非矩形边界平行平板流动腔

(如图 1所示)# 由上下两块沿 x 轴对称的平行平

板构成一个沿 x 轴方向呈平行段、收缩段和另一平行段分布型状的扁平腔室, 流体从左边界

b1流入, 从右边界 b2 流出, 其余侧面封闭# 当一定流量流体从较宽平行段经收缩段流向较

狭平行段时, 腔底的切应力将由较低值向较高值变化# 从而实现一个流动腔底部呈现多种

切应力值的分布# 

本文详细分析了非矩形流动腔内定常流的流场, 给出了腔内流体平均速度和切应力场的

分布# 结果发现, 利用这种非矩形流动腔有可能同时研究细胞在多种切应力值下的力学行

为# 本文理论结果与超声多普勒技术检测流速的实验结果吻合得相当好# 

k 21 基本方程及其解

我们提出的非矩形流动腔如图 1所示,其纵向长度 L 1, L 2, L3 和横向长度 b 1, b2远大于垂

直方向的高度 h,即 h n L 1, L2, L3, b1, b2,因而 x , y 方向的速度分量u , v 将远大于z 方向的速

度分量 w (w U 0) ,并且有 52/ 5x 2
,52

/ 5y 2 n 52
/5z 2, 同时考虑到符合生理切应力值条件时,腔

内流动属小雷诺数流动, 这样, 流动腔内流体运动方程中迁移加速度项与粘性项之比很小,可

忽略不计,于是腔内流体作定常流动时的基本方程为

5 u
5x +

5v
5y = 0 (211)

5p
5x = L

52
u

5z 2
(212)

5p
5y = L

52
v

5z 2
(213)

5p
5z = 0 (214)

其对应边界条件为

u | z = ºh/ 2 = 0,   v | z= ºh/ 2 = 0 (215)
正如运动方程( 214)所表明的,压力 p 仅是x , y 的函数# 考虑到边界条件(215) ,不难求得

方程的解为

u = -
h
2

8L
1 -

2z
h

º

� � 海市 应

2上海5p
5x (216)

v = -
h
2

8L
1-

2z
h

� � �
2� � �5p
5y (217)

关系式( 216)和( 217)表明速度 u, v随z按抛物线规律变化# 因此流动腔底部( z = - h/ 2) 的切

应力表达式将为

Szx | z = -
h
2
= -

h
2
5p
5x ,   Szy | z= -

h
2
= -

h
2
5p
5y (218)

为了进一步求得压力梯度,从而求得切应力随 x , y 的变化规律 # 让我们首先将关系式

(216) 和(217) 中的速度 u, v沿流动腔高度h取平均,注意到平行平板流动腔高度 h是不变的,
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即可得平均流速 U( x , y ) , V( x , y ) 与压力梯度之间关系为

U =
1
hQ

h/ 2

- h/ 2
udz = -

h
2

12L
5p
5x ,   V =

1
hQ

h/ 2

- h/ 2
vdz = -

h
2

12L
5p
5y (219)

由此可引进势函数 U= -
h
2

12L
p ,使得

U =
5 U
5x ,   V =

5 U
5y (2110)

另一方面,由连续性方程( 211)得平均流速 U和V 之间满足方程

5U
5x +

5 V
5 y = 0 (2111)

可进一步引进流函数 W( x , y ) , 使得

U =
5 W
5y ,   V = -

5 W
5x (2112)

这样,在复平面 Z = x + iy 上可引进复势

W( Z) = U( x , y ) + iW( x , y ) (2113)
其中, i = - 1# 一旦求得流动腔内的流动复势 W( Z ) ,即可求得平均流速 U( x , y ) , V( x , y )

和压力 p ( x , y ) , 进而由关系式(218) 求得切应力由平均流速 U( x , y ) , V( x , y ) 表出的关系式

为

Szx =
6LU( x , y )

h
,   Szy =

6LV( x , y )
h

(2114)

k 31 平均流速 U( x , y ) 和 V( x , y ) 的确定

考虑单位高度流量 Q
*
= Q/ h (其中 Q为流量, h 为流动腔室的高度) 的流体自左边界流

入, 从右边界流出# 由于 L1段距离入口端和L 3段距离出口端一定距离后流动腔在 xy 平面上

的流动趋于均匀流动,其流线基本上平行于 x 轴[ 4]
, 因此,可以将 xy 平面内的多边形渠道流动

问题(见图 2a) 视为无穷远均匀来流经收缩段后再流入无限长渠道的势流问题# 对于 Z = x

+ iy 平面上的这种渠道问题,通过 Schwarz_Christoffel变换可以变换成 F= N+ iG平面内在原

点处置一个源(见图 2b) 所对应的上半平面中的流动问题; 为了数值计算的方便, 继续通过保

角变换 F1 = - (1/ P) lnF+ i变换为F1 = N1+ iG1 平面内平行渠道中的均匀流动问题(见图

2( c) )# 下面详细介绍这一变换过程# 

311  物理平面 z 到辅助平面F的变换

记物理平面上多角形各顶点为 A k( k = 1, 2, 3, ,; 见图 2a) , 内角为 Hk , 则

Schwarz_Christoffel变换将 Z平面上多角形的顶点Ak分别变换为F平面上实轴上的点A
*
k ,各点

对应关系如表 1所示# 

表 1 S_C 变换时Z 平面上多边形的顶点与F平面上实轴上的点的对应关系

k 1 2 3 4 5

A k L 2+
1
2

b2i
1
2

b1i ] -
1
2

b1i L 2-
1
2
b2 i

A*
k - 1 - s 0 s 1

Hk P+ A P- A 0 P- A P+ A
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  于是, Schwarz_Christoffel变换的表达式为[ 5]

dZ
dF

= M F
5

k= 1
(F- A

*
k )

H
k
P- 1

=
M
F

F2 - 1

F2 - s
2 v� � ( z

K

即

Z = MQ
F

- 1

1
F

F2- 1

F2- s
2p� � 得

K

dF+ N (311)

式中, K= A/ P, M , N 为待定复常数, s 为待定实常数# 

图 2  流动腔流动问题的归结

先确定 M,将上式对 F沿圆心为A
*
3 ,半径为

E( E y 0) 的半圆周 CA
*

3
顺时针积分, 由于 Z 从

1
2
b1 i变到-

1
2
b1 i ,则有

- b1 i = MQC
A
*
3

1

s
2K# 1

FdF=
M

s
2K# (- Pi )

所以

M =
b1

P
s
2K

(312)

由于 F= - 1时, Z = L 2+
1
2 b2 i ,所以

N = L 2+
1
2
b2 i (313)

由表达式( 311) ~ ( 313)可知 Schwarz_Christof-

fel变换式为

Z =
b1
P
s
2KQ

F

- 1

1
F

F2- 1

F
2
- s

2 入口
K

dF+ L 2+
1
2
b2

(314)

其中 s 的值稍后给出# 

公式( 314)将 z = x + iy 平面上的流动腔内的流动(见图2a) 变换成 F= N+ iG平面内在

原点处置一个源(见图 2b) 所对应的上半平面中的流动问题# 

312  辅助平面 F到辅助平面F1 的变换

从变换式( 314)可以看出,要写出反变换 F= f ( Z ) 的解析表达式是不可能的,反变换只能

进行数值解# 为了数值计算时网格生成的方便[ 5]
,我们进一步做保角变换

F1 = -
1
P
lnF+ i (315)

变换式( 315)将辅助平面 F所对应的上半平面的流动变换成辅助平面F1的平行渠道的均匀流# 

以上二个变换式( 314)和( 315)使得物理平面 Z 与辅助平面F和F1建立了一一对应关系

Z \F\F1

不难写出辅助平面 F上所对应的上半平面的流动复势W( F) = ( Q
*
/ P) lnF, 所以辅助平

面 F1上和物理平面 Z 上的复势为

W( Z) = W( F) = W(F1) =
Q

*

P
lnF= Q

*
( i - F1) (316)

因此,流函数 W和势函数 U的表达式分别为

W( x , y ) = W( N, G) = W( N1, G1) = Q
*
(1- G1) (317)
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与

U( x , y ) = U( N, G) = U( N1, G1) = - Q
* N1 (318)

平均流速 U, V 满足

U- iV =
dW(Z )
dZ

=
dW( F)
dF

# dF
dz

=
Q

*

b1
# 1

s
2K# F

2
- s

2

F2- 1
� �

K

(319)

由于 Fy ] 时, U = Q
*
/ b2且 V = 0, 所以根据表达式(317) 可知

Q
*

b2
= lim

Fy ]

Q
*

b 1s
2K

F2- s
2

F2- 1
-

� �1

K

=
Q

*

b1 s
2K

于是

s =
b2
b1 K

� � � �

1
2K

(3110)

综上所述, 计算流动腔内的复势 W( Z ) 和平均流速 U( x , y ) , V( x , y ) 的方法为

( � )给定物理平面上某一点 Z = x + iy ,根据(314) 式求出 F= N+ iG的数值,将 F的值

代入(315) 式求出 F1 = N1+ iG1;

( � )将 F1的值代入(316) 式求出复势 W( Z) ;

( � )将 F的值代入(319) 式求出 U( x , y ) 和 V( x , y ) # 

k 41 数值结果及其与实验结果的比较

在进行具体的数值计算以前, 我们对公式( 314)中的数值积分做一点说明# 由于积分公式

( 314)中的被积函数含有奇点, 用通常的梯形公式计算在这些奇点附近的结果会产生较大的误

差# 这里,我们用R. Thomas Davis
[ 5]
推荐的公式可以保证在包括奇点在内的所有区域内有两

阶精度 O( $F2) , 其表达式如下

zm+ 1 - z m =
b1 s

2K

P
# 1
( $Fm)

4 F
5

k= 1

(F- A
*
k )

H
k
P

Hk
P

F
k+ 1

F
k

(411)

式中, $Fm = Fm+ 1- Fm 为步长, m 为节点数# 

 表 2  计算流动腔流场时选用的典型参数

参数名称 参数值

 宽阔均匀段长度 L 1 4100cm

 宽阔均匀段宽度 b1 4160cm

 狭窄均匀段长度 L 3 3100cm

 狭窄均匀段宽度 b2 0194cm

 收缩段长度   L 2 3100cm

 流动腔高度   h 01022cm

 流体粘性系数  L 01001Pa#s

为了具体了解流动腔内流体平均流动速度 U

和 V 以及切应力S的分布和变化规律,我们参

考常用平行平板流动腔的几何尺寸,选用一组

典型参数为例进行讨论# 所选用的典型参数

如表 2所示# 

将上述典型参数代入公式( 314) , 利用积
分公式( 411)和变换式( 315)求出流动腔在辅
助平面 F和F1 上的形状如图 3所示# 

设流量 Q = 4010cm3/min# 首先计算流

线和等势线(即等压线)# 由(316) 和(317) 可
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知定常流条件下流动腔在辅助平面 F1上的流线和等势线方程为

图 3  定常流情形下流动腔内流线

(实线)和等压线(虚线)的分布

G1 = const,  N1 = const (412)

正如图 3( c)所示的, 在辅助平面 F1 上, 流动腔内

流线(实线) 和等势线(虚线) 是分别平行于 N1 轴

和 G1轴的直线# 利用公式(314) 和(315) 可算得
流线(实线) 和等势线(虚线) 在辅助平面 F和物

理平面Z的分布# 正如图3( a) 所示,在流动腔的

两个平行段中, 离开角点附近一定区域后, 流线基

本上平行于轴向,等压线基本上垂直于轴向,这说

明在腔室平行段, 离开角点附近一定区域后流动

将趋于均匀流; 在收缩段中,离开角点附近一定区

域后,流线基本上沿扇形的径向,而等压线基本上

沿扇形的周向, 这说明在收缩段,离开角点附近一

定区域后流动趋于径向流# 

其次,在辅助平面 F1上将流动腔均匀划分成

矩形网格, 利用关系(314) 和(315) 以及平均流速
表达式 (319) , 不难算出平均流速 U( x , y ) 和

V( x , y ) 在物理平面 Z 上沿流动腔平面的分布规

律(见图 4 和图 5)# 当进一步将平均流速 U( x ,

y ) , V( x , y ) 的数值代入关系式(2114) , 可相应得
到底板上所受切应力 Szx , Szy沿流动腔底部的分布

图 4 定常流情形下流动腔内平            图 5 定常流情形下流动腔内平

均流速 U随 x , y 的变化 均流速V 随 x , y 的变化

规律# 将切应力分量 Szx 和Szy合成得切应力S = S2zx + S2zy 的分布如图6示# 从图 4 ~ 图 6

中可清楚看出, 平均流速 U, V 以及切应力S在两个平行段(除去两端) 中的数值基本不变,两

个平行段提供了一高一低的两个均匀切应力值;而在两个平行段之间的过渡收缩段,平均流速

U, V 以及切应力 S的数值由较低值逐步上升到较高值,因此也实现了在一个流动腔内可同时

呈现供观测细胞力学行为的多个不同切应力值的流场# 

为了验证上述理论计算结果的正确性,我们用超声多普勒测速技术对流动腔内的平均流

速进行测量,不失一般性,我们以 x 方向的平均流速分量U为例,正如图 7所示,在流动腔中心

线(即 y = 0) 处,对三种不同流量 Q(分别为 Q = 4010, 5010和6510cm3/ min) ,沿 x 轴方向的不
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图 6  定常流情形下流动腔内

切应力 S 随 x , y 的变化

同距离,腔室内流速分量 U的理论值和实验检测

值吻合得相当好# 同样如图 8所示,对于确定的

流量(如 Q = 4010cm3/ min) ,腔室内不同位置所对

应的流速分量 U的理论值和实验值也吻合得相当

好# 对于速度分量 V 也可得到同样的结论,因此

可以预料, 进一步由关系式(2114) 算出的切应力
值也是合理的# 

图 7  中心线( y= 0)上不同流量 Q 下,流       图 8  流量 Q= 4010cm3/ min时,不同位置

速分量 U 的计算值(连续线)和实 流速分量 U的计算值(连续线)和

验值(实验点)的比较 实验值(实验点)的比较
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Abstract

The parallel_plate flow chamber ( PPFC) , of which the height is far smaller than its own length

and width, is one of the main apparatus for the in vitro study of the mechanical behaviors of cultured

cells at the bottom of PPFC undergoing shear stress. The PPFC of which the upper and lower plates

are rectangular is usually used by research workers, and the flow field in this kind of PPFC ( except

for the regions near the entrance and exit) is uniform[ 1] , so only the effect the shear stress with one

value has on cultured cells can be observed during each experiment. A kind of PPFC of which the up-

per and lower plates are not rectangular is proposed in this paper. The distributions of the velocities

inside and the shear stresses at the bottom of the chamber are given by analyzing the flow field of the

steady flow in the PPFC. The results show that the mechanical behaviors of cultured cells undergoing

the shear stresses with various values may be simultaneously observed by the use of this kind of ir-

rectangular PPFC. The theoretical and experimental results obtained by the use of Ultrasonic Doppler

show good agreement.

Key words  irrectangular paraller_plate flow chamber, shear stress, steady flow, cell. s mechanical

behaviors
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