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摘   要

本文通过一种新的途径研究弹塑性有限变形的广义 Prandtl_Reuss 本构方程# 研究表明对于

广义 Prandtl_Reuss 本构方程, 变形率弹塑性和分解的假设并非必须# 研究了采用物质共旋率的广

义 Prandtl_Reuss 本构方程, 从理论上分析了简单剪切应力振荡的原因# 提出一种用于构造广义

Prandtl_Reuss 本构方程中应力和背应力共旋率的修正相对旋率# 最后, 对简单剪切变形进行应力

计算# 

关键词  弹塑性有限变形  广义 Prandtl_Reuss本构方程  应力共旋率  剪切应力振荡
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k 11 引   言

近年来,弹塑性有限变形的本构理论有了一定进展# 但是, 在具体的本构关系中广义

Prandtl_Reuss本构方程(简称 P_R方程)被普遍使用,并得到广泛讨论和研究# 以前,在推导广

义 P_R方程时往往把变形率( 速度梯度的对称部分) 分解成弹性变形率和塑性变形率之和,与

小变形情况一样,塑性部分服从正交流动法则;为使有限变形的本构方程满足客观性原理,把

应力和背应力( 或背应力偏量) 的时间物质导数换成客观导数# 但是,有两个问题没有得到很

好解决: ( a) 对于变形率分解成弹性和塑性两部分之和的合理解释,根据Lee的变形梯度弹塑

性分解[ 1] ,这种变形率分解仅当小弹性变形时才近似成立, 所以普遍认为变形率弹塑性和分

解假设可能是广义 P_R方程错误来源的一个方面[ 2] ; ( b) 广义 P_R方程中张量客观率的选择

# 从 Nag tegaal和 de Jong 的文章[ 3]发表后,这问题受到普遍重视# 该文中的数值分析表明采

用物质共旋率( Jaumann率)的广义 P_R方程会产生所谓的/ 剪切应力振荡0现象# 许多作者对

这问题进行了研究# Lee等[ 4] , Dafalias[ 5] , Dienes[ 6, 7] 等认为广义 P_R方程中采用物质共旋率

是不合适的,但是没有给出理论上的证明# 他们同时提出各种不会产生/ 剪切应力振荡0的客

观导数# 但是, 不管广义 P_R方程采用何种张量客观导数,一般认为广义 P_R方程包含变形

率和分解这一假设# 

本文将对以上两个问题进行研究, 提出一种分析广义 P_R方程的新途径, 证明变形率弹
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塑性和分解假设是不必要的, 从而排除这种假设会导致方程错误的可能性# 并分析研究采用

物质共旋率的广义 P_R方程,从物理意义上分析/ 剪切应力振荡0的原因# 提出一种构造广义

P_R方程中客观导数的修正相对旋率# 本文中的应力指 Cauchy 应力# 

k 21 采用物质共旋率的 Prandtl_Reuss方程

以往,分析广义 P_R方程,先将变形率 D 分解成弹性的D
e
的塑性的 D

p
两部分之和

D = D
e
+ D

p
(211)

但是,普通认为(211)式存在重大缺陷# 根据变形梯度弹塑性分解[ 1]
F= F

e#Fp ,如果速度梯度

L、弹性速度梯度 L
e 和塑性速度梯度L

p 定义为

L = ÛF#F- 1
, L

e
= ÛFe#( Fe) - 1, L

p
= ÛFp#( Fp )- 1 (212)

则存在

L = L
e
+ F

e#Lp#( Fe)- 1 (213)
显然,速度梯度不等于弹性和塑性速度梯度两部分之和,即 L X L

e+ L
p# 变形率是速度

梯度的对称部分( D= ( L+ L
T
) / 2, T 表示转置) ,可以发现( 211)式仅当小弹性变形时,才近

似地成立# 如果假设(211)式成立, D
p
与D

e
(或 L

p
与L

e
)的定义不会相同# 变形率的弹塑性

和分解是现在激烈争论的问题[ 8]# 一般认为(211)式的假设可能是率型本构方程错误的一种

来源# 同时塑性应变度量也被认为是弹塑性有限变形理论中的一个难点, 认为是构造本构方

程所必须的基础# 这里,我们研究广义 P_R本构方程无需单独研究塑性应变度量, 不需要进

行有限变形情况下的变形率弹塑性和分解假设# 注意到在弹塑性变形过程中,弹性变形和塑

性变形是同时发生的,把有限变形过程看成许多段小变形子过程的组合,考虑其中的某段小变

形子过程, 如从 t 1 时刻到 t 2 时刻,如果以 t 1 时刻的构形为参考构形,则存在变形率 D
1
的弹

塑性和分解 D
1= D

1e+ D
1p
(上标/ 10表示以 t 1 时刻构形为参考构形)# 由于变形率与参考构

形的选取无关, 故 D
1 等于以整个变形过程的初始构形为参考构形的变形率 D# 如果材料是

符合 M ises型屈服准则的等向强化材料,对于这段小变形子过程,根据 Drucker公设和虎克定

律,得

D =
1
h

ÛR0:
s

s: s
T� s

s: s
+
1+ M
E

ÛR0-
M
E
I tr ÛR0 ( 214)

这里, R0 指该小变形子过程新增加的应力, s / s: s是指 t 1 时刻的 Mises型后继屈服面的

外法线单位矢量(看成 6维矢量) , s 是整个变形过程的应力偏量# 上方圆点表示关于时间的

物质导数, / :0指张量的双点积, I 是二阶度量张量, t r( ,)表示张量迹# E , M分别是杨氏模量

和泊松系数, h 是材料系数, 是等效应力的标量函数# (214)式第一项反映塑性正交流动法则,

如果弹性卸载这部分为零,如果刚塑性,则后两项为零# 

如果已知 t 1 时的应力 R1,经过变形 F
1= R

1#U1
(上标 1表示以 t 1 时刻构形为参考构形,

R 表示正交转动张量, U表示右伸长张量)后,这段小变形子过程新增加的应力 R0,按小变形

理论,变形后 t 2 时刻的应力 R2= R1+ R0# 但是,对于有限变形过程, 必须考虑变形 F
1 对 R1 的

影响# 如果 R1 产生转动 R
1
,那么

R2 = R
1#R1#R1T

+ R0 (215)

上标/ T0表示张量转置# 
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将( 215)式对时间求导,再让 t 2 趋近于 t 1,则 R
1 y I , ÛR1 y w

1
,物质旋率 w(速度梯度的反

对称部分)与参考构形选取无关,故 w
1
= w, R2 趋向于 R1,并将它们都写成 R,这样有

ÛR0 = ÛR- w#R + R#w (216)

把上式代入( 214)式,得

D =
1
h

1
s: s

( ÜR: s) s + 1 + M
E

ÜR - M
E
I t rÜR (217)

其中 ÜR= ÛR0= ÛR- w#R+ R#w# h 在(214)式已经提到是材料系数, 它可通过比例加载或单向

拉伸材料试验确定# 至此我们推导了 Mises型屈服准则等向强化材料的,采用物质旋率的广

义 P_R方程# ÜR是应力的物质共旋率# 

同样, 我们可以推导出 Mises型屈服准则的随动强化材料的 P_R方程# 随动强化的 M ises

型屈服面方程为

f = (1/ 2)�s:�s - ( 1/ 3) R2y = 0 (218)
其中, �s= s- A, A是偏背应力, Ry 为初始屈服等效应力# 如果采用 Prager_Ziegler 的加载面中

心移动模型,小变形的 P_R方程

D =
1
h

1
�s:�s ( ÛR:�s)�s +

1 + M
E

ÛR- M
E
I tr ÛR (219)

ÛA= ( ÛR:�s)�s/�s:�s ( 2110)
与等向强化的情况一样, 把整个有限变形过程分成许多段小变形过程的组合# 其中的某段小

变形子过程的本构方程

D =
1
h

1
�s:�s ( ÛR0:�s)�s +

1+ M
E

ÛR0 - M
E
I t rÛR0 ( 2111)

ÛA0 = ( ÛR0:�s)�s/�s:�s ( 2112)

以上 R0, A0 指该小变形子过程新增加的应力和偏背应力, �s/ �s:�s是指此刻的后继屈服面的

单位法线矢量# 小变形过程的应力增量和偏背应力增量按(215)式的方式分别叠加到该小变

形前的应力和偏背应力上,得 M ises型屈服准则的随动强化材料的有限变形 P_R方程

D =
1
h

1
�s:�s

( ÜR:�s)�s + 1 + M
E

ÜR - M
E
I t rÜR ( 2113)

      ÜA= ( ÜR:�s)�s/�s:�s ( 2114)
其中 ÜA, ÜR分别称为应力和偏背应力的物质共旋率# (2114)式称为 A的演化方程# 

本节推出的采用物质共旋率的广义 P_R方程早期曾被 Hutchinson[ 9]和 T vergaard[ 10] 等提

出过# 以前推导方法是把小变形 P_R方程中的时间物质导数直接改成物质共旋率使之成为

有限变形的广义 P_R方程,一般通过数值计算分析这类方程, 并且认为必须作有限变形的变

形率弹塑性和分解( D= D
e+ D

p ) 假设# 现在, 通过一种新的途径重新推导了这种本构关系,

使得它们的物理意义更清楚# 推导中不作有限变形的变形率弹塑性和分解假设# 

k 31 简单剪切应力振荡原因分析

上节研究了采用应力物质共旋率的广义 P_R方程# 这类本构关系会产生所谓的简单剪

切应力振荡,大多作者认为这种不合理现象是由于采用了物质共旋率,但是都没有作出理论上

的解释# 这里, 通过上节提出的研究率型本构方程新途径的分析,从物理意义上找出应力振荡

的原因# 图 1是简单剪切变形情况, k 表示整个变形过程的剪切位移, e 表示某段小变形过程
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的剪切位移,这种变形过程可作为二维考虑# 从 OABC 到 OAcBcC ,其变形梯度 F
1
,转动张量

R
1
,变形率 D 在笛卡尔基下的矩阵表示为

图 1  简单剪切变形

F
1
=

1 e

0 1
它们  , R

1
=

cosH - sinH

sinH cosH
4 ) ,

D =
Ûe
2

0 1

1 0
� � � + ( 311a, b, c)

其中 tgH= - e/ 2# 

将随动强化刚塑性有限变形作为研究对象, 由

( 218)式、( 2113)式的刚塑性简化式及( 311c) 式得

s 11 = A11, s 22 = A22, s 12 = Ry / 3 + A12

( 312a, b, c)
这里, sij , Aij分别是 s, A在笛卡尔坐标基下的分量# 

根据第 2 节的研究, 把整个简单剪切变形过程

分成 n 段小变形子过程,每段小变形子过程的剪切位移都是 e = k / n# 某段小变形子过程新

增的偏背应力为 A0,由( 2111)式刚塑性简化式、( 2112)式和( 311c)式得

A0 =
0 p

p 0
=� � 1, p = h

e
2

(313)

如果 h 为常数, 那么每段小变形子过程新增的偏背应力 A0 都一样, 它们的转动张量 R
1

也都一样# 按第 2节的方法, 把各段小变形过程的 A0 叠加起来,得到总的偏背应力

A= R
1# ,R

1#  其[ R
1

n- 1

#A0#R1T
+ A0]#R1T

+ ,+ A0 #R1T
+ A0 (314)

可以看出, 对于第一段小变形过程的偏背应力 A0 进行转动为

( R
1
)
n- 1
=

cos( n - 1) H - sin( n - 1) H

sin( n - 1) H cos( n - 1) H
变形 (315)

当 n 趋向无穷大时, 其转角为 k / 2(= - lim
ny ]
( n- 1) H,为顺时针方向) , 它随 k 增大而增

大,可以没有上限,但从图 1看出任何一条物质线的转动都不会超过 P,那么对第一段小变形

过程的 A0 的转动角度不应超过 P[ 4]# 如果以整个大变形过程考虑, 按变形梯度极分解作出的

从初始到最后的转动

R =
cosB - sinB

sinB cosB
应力 (316)

显然- B( tgB= - k / 2)永远小于 P/ 2,从这角度看,转动角度不应超过 P/ 2# 经过以上分析可

知,按(314)式的这种对偏背应力的叠加方式是不合理的,对偏背应力 A进行的转动过大# 也

就是说用物质旋率 w 构造偏背应力 A的客观导数不合理,物质旋率对偏背应力来说太快了# 

顺便指出, Voy iadjis和 Kat tan
[ 11]

提出用物质旋率乘以一个小于 1的标量作为构造客观率的旋

率,即 w1= pw( p < 1) ,并认为 w1 是比 w速度小的旋率# 但是除了简单剪切变形等特殊情况

外,一般来说 w1 不能构造客观率, ÛR- w1#R+ R#w1 不一定是应力的客观率# 

k 41 采用修正相对共旋率的 Prandtl_Reuss方程

绝大多数实际物质是 Noll 简单物质,对于简单物质,变形后的 Cauchy 应力是变形梯度历

史的泛函,由客观性原理,可得简单物质本构方程的一种化简形式[ 12]
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R( t ) = R( t )#g U t - s
]

0� � � ,
#RT ( t ) (411)

式中 g 是右伸长张量的全部历史 U( t- s
]

0
)的泛函, t- s

]

0
表示 t 时刻以前的所有时刻# 如果变

形梯度等于右伸长张量 U( t- s
]

0
)的一个变形过程的应力为 S( t ) ,其偏量为 F( t ) ,那么变形梯

度为 R( t- s
]

0
)#U( t- s

]

0
)变形过程的应力 R( t )为

R( t ) = R( t )#S( t )#RT ( t ) (412)
同样,可以认为偏背应力(或背应力)是变形梯度历史的泛函,且满足客观性原理, 那么变

形梯度为 R( t- s
]

0
)#U( t- s

]

0
)的变形过程的偏背应力 A( t )

A( t ) = R( t )#G( t )#RT ( t ) (413)

其中 G( t )是变形梯度为 U( t- s
]

0
)的变形过程的偏背应力# 这样由( 412)式和(413)式得(时

间 t 有时略去不写)

S= R
T#R#R, F= R

T#s#R, G = R
T#A#R, �F= R

T#�s#R ( 414a, b, c, d)
其中, �F= F- G,�s= s- A# 

根据以上分析, 只要知道变形梯度为 U( t - s
]

0
)的变形过程的应力、偏背应力,就能求出变形梯

度为 R( t- s
]

0
)#U( t- s

]

0
)的变形过程的应力和偏背应力# 

( a) Mises型屈服准则的随动强化的有限变形广义 P_R方程

考虑这样一个变形过程, 它的变形梯度 F 就是右伸长张量 U(自变量时间略去不写) , 即转

动张量 R= I, 它的变形率 DU= ( ÛU#U- 1+ U
- 1#ÛU) / 2 (下标 U指该过程的变形梯度是 U)# 已

经知道变形率不能分解成弹性变形率和塑性变形率之和# 为了避免这种有争议的变形率弹塑

性分解假设,仍然这样考虑,把有限变形过程分成许多段小变形子过程,其中的某段小变形子

过程是 t 1 时刻到 t 2 时刻, U( t 1)= U1, U( t 2)= U2, t 1 时的应力为 S1, 偏背应力为 G1,该过程

的应力增量为 S0, 偏背应力增量为 G0# 对于这段小变形过程有类似于(2111)、(2112)式的本

构关系

1
2
( ÛU#U- 1

+ U
- 1#ÛU) =

1
h

1
�F:�F

( ÛS0:�F)�F+
1 + M
E

ÛS0 -
M
E
I t rÛS0 (415)

ÛG0 = ( ÛS0:�F)�F/�F:�F (416)

一般来说, t 2 时刻的应力(偏背应力)不一定等于 t 1 时刻的应力(偏背应力)与该小变形过

程的应力(偏背应力)增量直接相加,即 S2 X S1+ S0( G2 X G1+ G0)# 实际上, 应力(偏背应力)

增量直接叠加仅适合于 U1 和 U2 主向一致的情况,如果 U1 和 U2 主向不一致,情况就非常复

杂# 假如上述一段小变形过程会对 S1 和 G1 产生某种转动影响,作者认为对 S1, G1 进行 U1

主向到 U2 主向转动方向的某种程度转动(转动张量为 B)是比较合理的# 如果 U1 主向到 U2

主向转动张量为 A,当 B, A y I 时, 有 ÛB= mÛA (0 [ m [ 1)# 

U的主向为一组互相正交的单位矢量, 设 U1 的主向为 N
1
1, N

2
1, N

3
1  S , U2 主向为

N
1
2,� N

2
2, N

3
2 ,一组固定的互相正交的单位矢量 e

1
, e

2
, e

3

p

, 那么存在正常正交张量 R
L
1 和

R
L
2, 使得

N
r
1 = R

L
1#er  ( r = 1, 2, 3) , N

r
2 = R

L
2#er  ( r = 1, 2, 3) ( 417a, b)
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于是, U1 主向到 U2 主向转动张量为 A= R
L
2#RLT1 # 

t 2 时刻的应力和偏背应力分别为

S2 = B#S1#BT + S0, G2 = B#G1#BT + G0 ( 418a, b)

将以上二式对时间求导, 得到

ÛS0 = ÛS2- ÛB#S1#BT - B#S1#ÛBT , ÛG0 = ÛG2- ÛB#G1#BT - B#G1#ÛBT ( 419a, b)

当 t 2 y t 1 时, A, B y I, R
L
2 趋向于 R

L
1 , 都写成 R

L
, ÛB= mÛA= mÛRL#RLT , S2 趋向于 S1 (= S) ,

G2 趋向于 G1(= G) ,这样以上二式成为

ÛS0 = ÛS- m 8
L#S+ S#m 8 L , ÛG0 = ÛG- m 8

L#G+ G#m 8L ( 4110a, b)

其中, 8
L
= ÛRL#RLT# 

对于一般的有限变形过程,变形梯度 F= R#U, 其变形率为

D = 015R#( ÛU#U- 1
+ U

- 1#ÛU)#RT ( 4111)
由( 414a, c, d) 、( 4110a, b)、( 4111)、( 415)和( 416)式得

D =
1
h

1
�s:�s

( R
¨
:�s)�s +

1 + M
E

R
¨
-

M
E
I t r R

¨
( 4112)

    A
¨
= ( R

¨
:�s)�s/�s:�s ( 4113)

其中, R
¨
= ÛR- 8 m#R+ R#8 m , A

¨
= ÛA- 8m#A+ A#8 m , 8m = ÛR#RT + mR#8 L#RT , 8m 称之为修

正相对旋率# R
¨
和 A

¨
分别是应力和偏背应力的修正相对共旋率(客观导数)# ( 4112)和(4113)

式就是 Mises型屈服准则随动强化材料的广义 P_R方程# 

( b) Mises型屈服准则的等向强化的有限变形广义 P_R方程

类似于( a) ,可求得这类材料的广义 P_R方程

D =
1
h

1
s: s

( R
¨
: s) s +

1 + M
E

R
¨
-

M
E
I t r R

¨
( 4114)

其中, 应力客观率 R
¨
仍是应力的修正相对共旋率# 关于( 4112) 和( 4114)式,当弹性卸载时,第

一项为零,如果是刚塑性变形则后两项为零# 与第 2 节的方程一样, h 是等效应力的标量函

数,可由单向拉伸或比例加载确定# 

由 8 m 的表达式可以看出,当 m= 0时, 8 m 就是相对共旋率 8 = ÛR#RT ,当 m= 1时, 8m

= 8E = ÛRE#RET , RE= R#RL# 用相对旋率构造广义 P_R方程中的张量客观导数曾为一些作

者所提出和讨论[ 5] , [ 6]# 用 8E 构造应力客观导数曾为 Sow erby 和 Chu[ 13]所提出# 但都没有

对这些广义 P_R方程中的变形率弹塑性和分解假设作出明确的解释# 作者提出的修正的相

对旋率 8m( 0 [ m [ 1) ,相对旋率 8 和旋率 8E 的角速度矢量在同一平面内# 同样,推导广义

P_R方程时不作变形率弹塑性和分解假设# 

k 51 算   例

我们就简单剪切变形进行应力计算,如图 1所示, 限于篇幅,考虑随动强化刚塑性材料,由

( 4112)和( 4113)式或( 2113)和( 2114)式得本构关系

Â= hD, Â= ÛA- wa#A+ A#wa (511)
旋率 wa 分别取成 w和 8m , 它们的矩阵表达式如下

w =
Ûk
2

0 1

- 1 0

� � L

, 8 m =
( 2- m) Ûk
k
2
+ 4

0 1

- 1 0
� � +( 512a, b)
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在第3节中已求出 A和 s 的关系(312)式,由于变形时体积不变,可假设应力偏量 s 等于应力 R# 对

于铝合金材料,取 Ry= 207MPa, h= 207MPa, h 取成常数,相当于单向拉伸时线性强化, Ûk 取成常数,

计算得剪应力 R12示于图2,水平方向正应力 R11示于图3,垂直方向正应力 R22= - R11# 

      图 2  剪应力变化                图 3 正应力变化

从图 2和图 3看到,如果采用物质旋率 w 构造 A的客观导数, 剪应力和正应力都振荡变

化,这是预料之中的# 采用各种 8m ,剪应力和正应力都单调变化, 对于不同的 m 值, 各种剪

应力比较接近, 当剪切位移 k 等于 10 时, 剪应力的最大值与最小值相对之差为 24%, 当 k<

015时, 采用 w 与各种 8 m 应力相差不大# m 的取值对结果影响不是很大# 在简单剪切变形

中,用 8 m 代替w,意味着构造应力共旋率的旋率速度减小# 在一般变形情况下,构造张量客

观率的旋率用 8m 代替w 不仅仅是旋率速度大小改变, 而且还有方向改变(速度大小、方向都

是指旋率的角速度矢量的大小和方向)# 

k 61 结   论

出于物理本质上的考虑, 本文不进行 Lee 的变形梯度弹塑性分解# 实际上, 这种分解在数

学上可行, 但在物理上并非可行,因为弹性和塑性变形同时产生, 不会有先有后# 变形率弹塑

性和分解的失败也说明这种分解存在着问题# 当今关于塑性应变度量争论也很激烈, 认为是

一个难点# 作者认为既然在加载过程中弹性和塑性耦合在一起, 那么对加载过程中塑性应变

度量及塑性应变的本构关系研究就没有必要# 以 Lee的变形梯度分解为基础的弹塑性理论研

究是否有意义值得考虑# 一个有限变形过程是由无限多段小变形子过程组成# 我们研究各段

子过程的张量增量叠加方式,成功地避开了争议很大的变形率弹塑性和分解及 Lee的变形梯

度分解,从而排除这种假设导致这类本构方程错误的可能性, 这对广义 P_R方程研究具有较

大意义# 对采用物质共旋率的广义 P_R方程研究,使简单剪切变形应力振荡的原因更加清楚

# 本文提出一种张量的修正相对共旋率,使张量客观率研究向前推进了一步,当然修正相对旋

率 8m 中系数 m 的确定有待进一步的理论和实验研究# 
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Study on the Generalized Prandtl_Reuss Constitutive

Equation and the Corotational Rates of Stress Tensor

Shen Lijun
( Ma ter ia ls Science an d Mechanics Resear ch Cent er , Ningbo Un iver sity , N ingbo ,

Zhejian g 315211, P . R . Chin a )

Pan Lizhou   He Fubao
( S han gha i In st itut e of Applied Mat hem a tics an d Mechanics ; S han gha i Un iver sity ,

Shan ghai 200072, P . R . China )

Abstract

In this paper, the generalized Prandtl_Reuss( P_R) constitutive equations of elastic_plastic mate-

rial in the presence of finite deformations through a new approach are studied. I t analyzes the gener-

alized P_R equation based on the material corotational rate and clarifies the puzzling problem of the

simple shear stress oscillation mentioned in some literature. The paper proposes a modified relative

rotational rate with which to constitute the objective rates of stress in the generalized P_R equation

and concludes that the decomposition of total deformation rate into elastic and plastic parts is not

necessary in developing the generalized P_R equations. Finally, the stresses of simple shear defor-

mation are worked out.

Key words  finite elastic_plastic deformations, generalized Prandtl_Reuss constitutive equations,

the corotational rates of stress tensor, simple shear stress oscillation
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