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摘   要

本文讨论非自治无穷维动力系统的解的长时间行为# 在谱间隙条件成立的情况下, 对一类非

自治发展方程,我们构造了一族收敛的逼近惯性流形# 

关键词  非自治方程  逼近惯性流形  谱间隙条件

中图分类号  O175

k 11 引   言

到目前为止,自治的无穷维动力系统在理论上已得到深入地研究,在实际中也得到广泛地

应用
[ 1~ 4]# 对于非自治的无穷维动力系统, [ 5~ 9] 讨论了吸引子的存在性及维数估计; [ 12]

讨论了惯性流形的存在性# 惯性流形在理论上分析非自治无穷维动力系统的解的长时间行为

时是一种行之有效的工具,然而,它一般不能显式表示出来,这样就为实际计算带来不便# 

为了克服上述不足, 本文构造了一族可以显式表示出来的收敛的逼近惯性流形 �MN , N =

1, 2, ,, 当 N y+ ] 时, �M N 可以充分逼近精确的惯性流形# 由于这里构造的逼近惯性流形

是可以显式表示出来的, 因此, 它可以用来很方便地近似计算方程的解# 

k 21 准   备

设H 是一个Hilbert 空间, 具有范数 | #| 和内积( #, #) ; A 是H 中稠定的自伴无界正定线性

算子, 定义域为 D ( A ) = u I H ; A u I Hit , A 是从D( A ) 到H 上的同构映射, 且 A
- 1 在H

中是紧的# 因此, 存在一组构成标准正交基的特征向量 W jhe j I N 和特征值 :

0 < K1 [ K2 [ , [ Kj [ ,,  Kj y+ ] , 当 j y ]

和通常一样,由算子 A 我们可得到分数幂算子A
s
( s I R ) , 和分数幂空间 D ( A

s
) , 它们具有范

数| #| s= | A
s#| , 特别地, D( A

0
)= H # 

本文讨论如下非自治的发展方程:
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du
dt

+ A u = F( u) + f ( t ) (211)

u | t = S = uS,   S I R (212)

其中, F 是从D( A
C+ A

) 到 D ( A
C
) 的 Lipschitz, 函数 C \ 0, A I 0, 1/ 2中图 , f 是从 R 到D( A

C
)

的 Lipschitz 函数, 且存在正常数 M 使得 :

| F ( x ) - F ( y ) | C [ M | x - y | C+ A,   Px , y I D( A
C+ A

) (213)

| F ( x ) | C [ M ( 1+ | x | C+ A) , Px I D ( A
C+ A

) (214)

| f ( t 1) - f ( t 2) | C [ M | t 1 - t 2 | , P t 1, t 2 I R (215)

| f ( t ) | C [ M , P t I R (216)

由( 213)知,对 uS I D ( A
C+ A

) , 问题(211) ~ (212) 存在唯一解 u( t ) :

u I C( [ S, + ] ) , D( A
C+ A

) ) H L
2
( ( S, �T ) , D( A

C+ A+
1
2 ) ) ,   P�T > S

(217)

因此,映射 P ( t , S) uS = u( t ) , t \ S, 可以构成一个过程 P ( t , S) 空间� � ( At \S ,满足:

P ( S, S) = I ,   PS I R

P ( t , s) P ( s , S) = P( t , S) ,   t \ s \ S, S I R

我们易知, 线性方程

du / dt + A u = 0,  u( 0) = u0

在 H 定义一个强连续线性半群 e
- A t) � ) �

t \0 :

e
- A t

D( A
C
) < D( A

C+ A
) ,   P t > 0

令 Pn 表示从H 到 W1, W 2, ,, Wn �!张成的空间的投影, Qn = I - Pn , 则 PnH , QnH 在e
- At 作

用下是不变的, t \ 0# e
- A t !

t \0 在 PnH 上可张成群 e
- A ti

t I R 且满足

| e
- A t

Qn | L ( D( A
C
) , D( A

C+ A
)) [ (1/ t

A
+ KAn+ 1) e

- K
n+ 1

t
,   t > 0 (218)

| A
- 1

e
- A t

Qn | L ( D ( A
C
) , D ( A

C+ A
)) [ KA- 1

n+ 1e
- K

n+ 1
t
, t \ 0 (219)

问题( 211) ~ ( 212)的惯性流形是指满足如下性质的有限维 Lipschitz流形 �M < D( A
C+ A

)

@ R :

( � ) P( t , S) P�MS < P�M t ,   P t , S I R , t \ S ( 2110)

这里 �M s = �M H ( D ( A
C+ A

) @ s ) , Ps I R , P表示从D( A
C+ A

) @ R 到D( A
C+ A

) 的投影 ,

P( u , t ) = u ,   P( u, t ) I D ( A
C+ A

) @ R

( � ) �M 以指数速率吸引( 211) ~ (212) 的所有轨道, 即: P uS I D ( A
C+ A

) , v D> 0, c \

0, 成立 :

dist ( P( t , S) uS , P�M t ) = inf
m I P�M

t

| u ( t ) - m | C+ A

[ ce
- D( t- S) dist( uS , P�M S) ,   P t \ S ( 2111)

以下为了方便, 以 P 表示从D ( A
C+ A

) 到 W 1, W 2, ,, W n 张成的空间的投影, Q = I -

P , 则, P , Q 与A
s
, s I R , 可交换, 且

| A
C+ A

p | [ K
A
n | A

C
p | ,    Pp I PD( A

C+ A
) , A\ 0 ( 2112)

| A
C+ A

q | \ KAn+ 1 | A
C
q | , P q I QD( A

C+ A
) , A\ 0 ( 2113)

[ 12] 指出, 按下式可定义一个从 PD( A
C+ A

) @ R 到QD ( A
C+ A

) 的函数 5 :

5( yS, S) = Q
S

- ]
e

( s- S) A
( QF ( y ( s) + 5( y ( s) , s) ) + Qf ( s ) ) ds ( 2114)
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其中, yS I PD( A
C+ A

) , S I R , y 是下列方程的解:

dy / dt + Ay = PF( y + 5( y , t ) ) + Pf ( t ) ( 2115)

y | t= S = yS ( 2116)

则函数 5 的图像满足( 2110)、( 2111)# 

函数 5 是如下定义的映射T 的不动点:

T <( yS, S) = Q
S

- ]
e

( s- S) A
( QF ( y ( s ) + <( y ( s) , s ) ) + Qf ( s) ) ds ( 2117)

其中 yS I PD( A
C+ A

) , S I R , y 由上面定义# [ 12] 说明映射 T 在Fb 上, 当( Kn+ 1 - Kn ) / ( K
A
n+ 1

+ KAn ) 充分大时, 定义是合理的 :

Fb = <: PD( A
C+ A

) @ R y QD ( A
C+ A

) , Lip< [ b,由

sup
| <( y , t ) | C+ A

1+ | y | C+ A
, y I PD( A

C+ A
) , t I RH [ b �( 2118)

集合 Fb 在如下定义的度量 | #| ] 下是完备的度量空间 :

| < | ] = sup
| <( y , t ) | C+ A

1+ | y | C+ A
, y I PD( A

C+ A
) , t I R �,   P < I Fb

当 ( Kn+ 1- Kn ) / ( K
A
n+ 1 + K

A
n ) 充分大时, 下面的定理给出了(211) ~ ( 212) 的惯性流形的存

在性结果# 

定理 211  设 b 给定, 0 < b [ 1/ 8, 且

Kn+ 1 - Kn \ 4M
(1 + b)

b
( #(1 - A) + 1) ( K

A
n+ 1 + K

A
n)

KAn \ 10
9

MK2A- 1
1

则,映射 T 是从Fb 到自身的压缩映射# 映射 T 的不动点 5 的图像 �M 是方程(211) ~ (212)

的惯性流形# 

这个定理详细证明见[ 12]# 

k 31 逼近惯性流形的构造

首先,我们任意选定时间长度 G和正整数N , 定义 yk j

� � �

k= 0, 1, ,, N 如下 :

yk+ 1 = RGy k + SGPF ( yk + <( yk , S- kG) ) + SGPf ( S- kG)

y 0 = ySA

(311)

其中, k = 0, 1, ,, N - 1# 我们希望 y k 能逼近y ( S- kG)# 在(2117) 的右边用 �y = �y ( s ) 代

替 y = y ( s) , �y = �y ( s) 在( S- ( k + 1) G, S- kG] 上, k = 0, ,, N - 1, 等于 yk , 在(- ] , S-

N G] 上等于 y N# 则我们得到一个可以逼近映射 T 的映射T
G
N :

T
G
N <( y S, S) = A

- 1
( I - e

- AG
) E

N- 1

k = 0

e
- kAG

( QF ( yk + <( yk , S- kG) )

+ Qf ( S- kG) ) + A
- 1

e
- A NG

( QF ( y N + <( y N , S- N G) )

+ Qf ( S- N G) ) (312)

其中, y k� �dk= 0, 1, ,, N 由(311) 计算得到# 我们假设(311) 中的 RG 和SG 是线性算子, 且满足 :

| R GP | L( D ( A
C
) , D ( A

C+ A
) ) [ e

GK
n

| SGP | L ( D ( A
C
) , D ( A

C+ A
) ) [ KA- 1

n ( e
GK

n - 1)
(313)
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事实上,我们考虑简单的 Euler 方法:

( y k - y k+ 1) / G+ Ayk = PF ( y k + <( y k , S- kG) ) + Pf ( S- kG)

则有

R G = I + GA , S G = - GI

且 RG, S G 满足(313)# 

现在, 为了构造逼近惯性流形族, 我们选取一列严格正整数 GNe

� � ( s

N I N, 定义一列函数

5N y� � s )N I N :

50 = 0

N+ 1= T
G
N

( 5N ) ,   N \ 0上面
(314)

定义 �MN 为 5N 的图像# 在谱间隙条件成立的情况下, 下面( 第 4节) 我们要证明 �MN 收敛到

精确的惯性流形, 当 GN y 0, N GN y+ ] 时# 在本节的最后, 我们给出以后常用的几个引理

# 

引理 311  给定 5 I Fb , yS I PD( A
C+ A

) , y 是(2115) ~ ( 2116) 的解 ,则

1) 对所有 t I (- ] , S) , 有

| dy ( t ) / d t | C+ A [ a1( Kn ) (1 + | yS | C+ A) e
- ( K

n
+ k

1
K
A

n
) ( t- S)

(315)

2) 令 �y k = y ( S- kG) , 则有

�yk+ 1 = RG�y k + SGPF(�yk + 5( �y k , S- kG) ) + S GPf ( S- kG) + Ek

| Ek | C+ A [ a2( Kn) (1 + | yS | C+ A) G
2
e

( K
n
+ k

1
K
A

n
)( k+ 1) G

(316)

这里 k 1 不依赖于 N , G和n ; a1( Kn ) , a2( Kn) 依赖于 Kn 而不依赖于N , G# 

证明  1) 用 A
2( C+ A)

y ( t ) 乘(2115) , 有

1
2

d
dt

| y |
2
C+ A+ | A

1/ 2
A
C+ A

y |
2

= ( A
C
F ( y + 5( y , t ) ) , A

A
A
C+ A

y ) + ( A
C
f ( t ) , A

A
A
C+ A

y )

d
dt

| y | C+ A \- ( Kn + M (1 + b) K
A
n) | y | C+ A- ( M ( 1+ b ) K

A
n + MK

A
n )

从 t 到S积分, t [ S,得

| y ( t ) | C+ A [ 2(1 + | y S | C+ A) e
( K

n
+ M ( 1+ b ) K

A

n
) ( S- t )

所以有

| dy ( t ) / d t | C+ A [ Kn | y ( t ) | C+ A+ K
A
nM (1 + b) (1 + | y ( t ) | C+ A) + K

A
nM

[ a1( Kn) (1+ | yS | C+ A) e
- ( K

n
+ k

1
K
A
n
) ( t- S)

,   P t I (- ] , S)

这里,    a1( Kn ) = 2( Kn + M (1 + b) KAn) ,   k 1 = M (1 + b)

( 315)得证# 

2) 令 y 是( 2115)、(2116) 的解, 定义 �y k = y ( S- kG) , 则

( �y k - �y k+ 1) / G+ A�y k = PF (�y k + 5 (�y k , S- kG) ) + Pf ( S- kG) + E
1
k

E1k =
1
GQ

S- kG

S- ( k+ 1) G

dy ( s)
dt

-
dy ( S- kG)

dt
| , ds

由此, Ek = GE
1
k# 利用(2115) , 我们得

dy ( s )
dt

-
dy ( S- kG)

dt C+ A
[ A ( y ( s ) - �y k) C+ A
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+ | PF( y ( s ) + 5 ( y ( s) , s ) ) - PF (�y k + 5(�yk , S- kG) ) | C+ A

+ | Pf ( s ) - Pf ( S- kG) | C+ A

由于 5 I Fb ,利用( 213)、( 215) ,我们得到

dy ( s )
dt

-
dy ( S- kG)

dt C+ A

[ ( Kn + M (1+ b) KAn) | y ( s) - y ( S- kG) | C+ A+ M(1+ b) KAn | s - (S- kG) |

= ( Kn + M ( 1+ b) K
A
n)Q

S- kG

s

dy
dt C+ A

dt + M ( 1+ b) K
A
n | s - ( S- kG) |

[ ( Kn + M ( 1+ b) KAn) | S- kG- s | a1( Kn ) (1 + | yS | C+ A)

#e
- ( K

n
+ k

1
K
A

n
) ( s- S)

+ M (1 + b) KAn | s - ( S- kG) |

所以有

| Ek | C+ A = | GE
1
k | C+ A [ Q

S- kG

S- ( k+ 1) G

dy ( s )
dt

-
dy ( S- kG)

dt C+ A
ds

[ a2( Kn ) (1 + | y S | C+ A) G2 e
( K

n
+ k

1
K
A
n
) ( k+ 1) G

这里   a2( Kn ) = 2( Kn + M ( 1+ b) KAn max a1( Kn ) , 1K )

( 316)得证# 

引理 312
1) 设 < I Fb , ( y S, S) I PD ( A

C+ A
) @ R , 按(311) 定义 y k k= 0, 1, ,, N , 则有 :

| yk | C+ A [ (1+ | yS | C+ A) e
kG( K

n
+ M (2+ b) K

A

n
)   ( k = 0, 1, ,, N )

2) 设 <j I Fb , y
j
S I PD( A

C+ A
) , 在(311) 中分别以 yS = y

j
S定义 y

j
k1 k= 0, 1, ,, N , j = 1, 2,

则有

| y
1
k - y

2
k | [ e

kG( K
n
+ M ( 1+ b) K

A
n
)

| y
1
S- y

2
S | C+ A

+ KAnkG2M | y
1
S | C+ A | <1 - <2 | ] e

kG( K
n
+ M( 1+ b ) K

A
n

)   ( k = 0, 1, ,, N )

3) 令 < I Fb , y S I PD( A
C+ A

) , Sj I R , 在 (311) 中分别以 y 0 = y S, S = Sj 定义

y
j
k �)k= 0, 1, ,, N ( j = 1, 2) , 则有

| y
1
k - y

2
k | C+ A [ e

kG( K
n
+ M ( 1+ b ) K

A
n
)

| S1 - S2 |   ( k = 0, 1, ,, N )

证明  由( 313) 、( 214)、( 216) , < I Fb , 立即得到

| yk+ 1 | C+ A [ e
GK

n | y k | C+ A+ KA- 1
n ( e

GK
n - 1) M ( 1+ b) (1+ | yk | C+ A)

+ KA- 1
n ( e

GK
n - 1) M

[ e
G( K

n
+ M( 1+ b ) K

A

n
)

| y k | C+ A+ e
G( K

n
+ M( 2+ b ) K

A

n
)

这里用到不等式:

e
GK

n - 1 [ GKne
GK

n 和 1 + GM (1 + b ) KAn [ e
GM( 1+ b ) K

A
n

利用简单的迭代就得到:

| yk | C+ A [ e
kG( K

n
+ M (2+ b ) K

A
n

)
(1 + | yS | C+ A)   ( k = 0, 1, ,, N )

2) 设 y
j
k , j = 1, 2, 由 2) 中定义, 记 �y k = y

1
k - y

2
k , 则有

| �yk+ 1 | C+ A [ e
GK

n | �y k | C+ A+ KA- 1
n M ( e

GK
n - 1) ( | �y k | C+ A
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+ | <1( y
1
k , S- kG) - <2( y

2
k , S- kG) | C+ A)

[ e
GK

n | �y k | C+ A+ KA- 1
n M ( e

GK
n - 1) ( (1 + b ) | �yk | C+ A

+ | <1 - <2 | ] (1 + | y
1
k | C+ A) )

将 1)的结果用到 y
1
k

� � � +

k= 0, 1, ,, N , 我们得

| �yk+ 1 | C+ A [ e
G( K

n
+ M( 1+ b ) K

A
n
)

| �y k | C+ A+ 2MGKAn (1+ | y
1
S | C+ A)

#| <1 - <2 | ] e
( k+ 1) G( K

n
+ M (2+ b) K

A
n
)

再利用迭代关系,就完成了证明# 

3) 设 y
j
k k� � �1k= 0, 1, ,N , ( j = 1, 2) 由 3) 中定义, 令 h = S1 - S2, 则, 利用( 311) 、( 213) 、

(215) , < I Fb , 我们得

| y
1
k+ 1 - y

2
k+ 1 | C+ A

[ e
GK

n | y
1
k - y

2
k | C+ A+ KA- 1

n ( e
GK

n - 1) M ( (1 + b)

#| y
1
k - y

2
k | C+ A+ b | h | ) + KA- 1

n ( e
GK

n - 1) M | h |

[ e
G( K

n
+ M ( 1+ b) K

A
n
)

| y
1
k - y

2
k | C+ A+ KA- 1

n ( e
GK

n - 1) M (1 + b ) | h |

再利用迭代关系,就可完成证明# 

引理 313  设 < I Fb , yS I PD ( A
C+ A

) , ek+ k= 0, 1, ,, N 是PD ( A
C+ A

) 中一列元素, 按(311)

定义 y k   � � kk= 0, 1, ,, N , 再按下式定义 �yky

� � (j

k= 0, 1, ,, N :

�yk+ 1 = RG�y k + SGPF( �yk + <( �yk , S- kG) ) + SGPf ( S- kG) + ek , �y 0 = yS

则有,

| �yk - yk | C+ A [ E
k- 1

j= 0
e

( k- 1- j ) G( K
n
+ M ( 1+ b) K

A
n
)

| ej | C+ A

该引理的证明类似引理 312,我们略去证明# 

k 41 逼近惯性流形族的收敛性

现在, 我们讨论上一节构造的逼近惯性流形的收敛性# 为此,我们先证明映射 T
G
N 与映射

T 具有同样的性质# 

引理 411  假设条件( 218)、( 219)、( 313)成立, 给定 b , 0< b [ 1/ 8, 且成立:

Kn+ 1 - Kn \ 4M
1+ b

b
( #( 1- A) + 1) ( KAn+ 1 - KAn )

则,对任意正整数 N 和数G> 0, T
G
N 将Fb 映照到自身, 且是压缩系数小于 1/ 2 的压缩映射# 

证明  � ) 设 < I Fb , ( y S, S) I PD( A
C+ A

) @ R , 按(311) 式定义 yk )

� � 明

k= 0, 1, ,, N , 按下式定

义 �y ( s ) :

�y ( s ) =
y k ,   s I ( S- ( k + 1) G, S- kG] , k = 0, 1, ,, N - 1

yN ,   s I (- ] , S- N G]1
(411)

由引理 312, 1) ,对任意 s [ S, 有

| �y ( s) | C+ A [ e
( S- s) ( K

n
+ M ( 2+ b ) KA

n
)
(1 + | y S | C+ A) (412)

由定义

T
G
- <( yS, S) = Q

S

- ]
e

( s- S) A
( QF ( y ( s ) + <

-

S( y ( s ) , s) ) + Q�f S( s ) ) ds
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其中

<
-

S( #, s) =
<(#, S- kG) ,   s I ( S- ( k + 1) G, S- kG] , k = 0, 1, ,, N - 1

<(#, S- N G) ,   s I (- ] , S- N G]K

(413)

�f S( s) =
f ( S- kG) ,   s I ( S- ( k + 1) G, S- kG] , k = 0, 1, ,, N - 1

f ( S- N G) ,   s I (- ] , S- NG]
(414)

利用( 214)、( 412)、( 218) , < I Fb ,得到

| T
G
N <( yS, S) | C+ A

[ Q
S

- ]
M (1 + b ) (1 + | y S | C+ A)

1

| s - S |
A+ KAn+ 1 e

( K
n+ 1

- K
n
- M (2+ b) K

A

n
) ( s- S)

ds

+ Q
S

- ]
M (2 + b) # 1

| s - S |
A+ KAn+, 1 e

K
n+ 1

( s- S)
ds

[ M (2 + b) ( # (1- A) + 1)
KA+ 1

n

Kn+ 1 - Kn - M (2 + b) KAn
+ K

A- 1
n+ 1

� � 1

(1 + | y S | C+ A)

[ b(1 + | y S | C+ A)

� ) 设 y 1, y 2 I PD( A
C+ A

) , S1, S2 I R , 按下式分别定义 y
j
k

� � ( e

k= 0, 1, ,, N , j = 1, 2, 3 :

y
1
k+ 1 = RGy

1
k + SGPF ( y

1
k + <( y

1
k , S1 - kG) ) + SGPf ( S1 - kG)

y
1
0 = y 1

y
2
k+ 1 = RGy

2
k + SGPF ( y

2
k + <( y

2
k , S1 - kG) ) + SGPf ( S1 - kG)

y
2
0 = y 2

y
3
k+ 1 = RGy

3
k + SGPF ( y

3
k + <( y

3
k , S2 - kG) ) + SGPf ( S2 - kG)

y
3
0 = y 2

再按( 411)式分别定义 �yj
( s) , j = 1, 2, 3, 则, 利用引理 312, 313, 得 :

| �y 1
( s ) - �y 2

( s) | C+ A [ e
( S- s) ( K

n
+ M (1+ b) K

A

n
)

| y 1 - y 2 | C+ A,   s [ S1

| �y
2
( s ) - �y

3
( s + h) | C+ A [ e

( S- s) ( K
n
+ M ( 1+ b ) KA

n
)

| h | ,   s [ S1, h = S2 - S1

所以,从( 218)、( 213)、( 215) , < I Fb , 和上述不等式, 得

| T
G
N <( y 1, S1) - T

G
N <( y 2, S2) | C+ A

[ | T
G
N <( y 1, S1) - T

G
N <( y 2, S1) | C+ A+ | T

G
N <( y 2, S1) - T

G
N <( y 2, S2) | C+ A

[ Q
S
1

- ]
| e

( s- S
1
) A

( QF (�y
1
( s ) + <

-

S
1
( �y

1
( s ) , s) ) - QF (�y

2
( s ) + <

-

S
1
( �y

2
( s ) , s) ) ) | C+ Ads

+ Q
S
1

- ]
e

( s- S
1
) A

( QF( �y 2
( s) + <

-

S
1
(�y 2

( s) , s ) ) + Q �f S
1
( s ) ) ds

- Q
S
2

- ]
e

( s- S
2
) A

( QF (�y 3
( s) + <

-

S
2
(�y 3

( s ) , s) ) + Q �f S
2
( s ) ) ds

C+ A

[ M (1 + b)Q
S
1

- ]

1

| s - S1 |
A+ K

A
n+ 1,� � (= e

( K
n+ 1

- K
n
- M( 1+ b ) K

A
n

)( s- S
1
)
ds #| y 1 - y 2 | C+ A

+ M ( 1+ b) | h | Q
S
1

- ]

1
| s - S1 |

A+ KAn+ 1

� �7 1 9

e
( K

n+ 1
- K

n
- M ( 1+ b ) K

A

n
) ( s- S

1
)
ds

+ M ( 1+ b) | h | Q
S
1

- ]

1

| s - S1 |
A+ KAn+ 1 e

K
n+ 1

( s- S
1
)
ds
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[ M (1 + b) ( # (1- A) + 1)
K
A
n+ 1

Kn+ 1 - Kn - M (1 + b ) K
A
n

+ K
A- 1
n+ 1S� � N

#( | y 1 - y 2 | C+ A+ | S2 - S1 | )

[ b( | y 1 - y 2 | C+ A+ | S2 - S1 | )

� ) 设 <1, <2 I Fb , ( yS, S) I PD ( A
C+ A

) @ R , 在( 311) 中, 分别以 < = <1, < = <2, 构造

y
1
k

� � (M

k= 0, 1, ,, N 和 y
2
k |k= 0, 1, ,, N , 再按(411) 式分别定义 �y 1

( s) 和 �y 2
( s) , 则, 我们有

| �y 1
( s) - �y 2

( s ) | C+ A

[ 2MKAn( 1+ | yS | C+ A) | <1 - <2 | ] | S- s | e
( S- s)( K

n
+ M( 2+ b ) K

A
n

)

由定义,

T
G
N <1( y S, S) - T

G
N <2( y S, S)

= Q
S

- ]
e

( s- S) A
Q( F (�y

1
( s) + <

-

1S(�y
1
( s) , s ) ) - F (�y

2
( s ) + <

-

2S(�y
2
( s) , s ) ) ) ds

然后,利用( 218)、( 213) , <1 I Fb , <2 I Fb , 得,

| T
G
N <1( yS , S) - T

G
N <2( y S, S) | C+ A

[ MQ
S

- ]

1
| s - S |

A+ KAn+ 1 �e
K

n+ 1
( s- S)

( ( 1+ b) | �y 1
( s) - �y 2

( s) | C+ A

+ | <1 - <2 | ] (1 + | �y
1
( s ) | C+ A) ) ds

[ M | <1 - <2 | ] 2M (1 + b ) K
A
n (1 + | yS | C+ A)k

#Q
S

- ]
( | S- s |

1- A
+ K

A
n+ 1 | S- s | ) e

( s- S) ( K
n+ 1

- K
n
- M (2+ b) KA

n
)
ds

+ Q
S

- ]

1

| s - S |
A+ KAn+ 1s e

K
n+ 1

( s- S)
ds

+ (1+ | yS | C+ A)Q
S

- ]

1

| s - S |
A+ KAn+ 1�� � �e

( K
n+ 1

- K
n
- M( 2+ b ) KA

n
) ( s- S)

ds

[ M ( 1+ | yS | C+ A) | <1 - <2 | ] KA- 1
n+ 1( # (1- A) + 1)

+
2M ( 1+ b ) KAn+ 1K

A
n

( Kn+ 1 - Kn - M (2 + b ) KAn )
2( # (1- A) #(1 - A) + 1)

+
K
A
n+ 1

Kn+ 1 - Kn - M ( 2+ b ) KAn
( #( 1- A) + 1)

[ 1
2 (1+ | yS | C+ A) | <1 - <2 | ]

因此,从� )、� )、� ) ,引理 411 得证# 

引理 412  在引理 411 的假设下,对所有 < I Fb , N , G> 0, 有,

| T
G
N <- 5 | ] [ 1

2
| <- 5 | ] + E( N , G)

而    E( N , G) = C1 a1( Kn) +
a2( Kn )

Kn+ 1
+ 1 �G+

a1( Kn ) + 1

KAn+ 1
e

- K
n+ 1

NG

� � Q

5 为映射T 的不动点# 

证明  由引理 411,得

| T
G
N <- 5 | ] [ 1

2
| <- 5 | ] + | T

G
N 5 - 5 | ]
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剩下的证明只需估计 | T
G
N 5 - 5 | ] 即可# 给定( yS, S) I PD( A

C+ A
) @ R , 令 y 表示下列方

程的解

dy / dt + Ay = PF ( y + 5 ( y , t ) ) + Pf ( t ) ,  y | t = S = y S

�y k = y ( S- kG)# 在(311) 中令 < = 5, 构造 y k+ k= 0, 1, ,, N , 则, 利用引理 311, 313, 我们得

| �y k - y k | C+ A [ E
k- 1

j = 0
e

( k- 1- j ) G( K
n
+ M (1+ b ) K

A

n
)

| Ej | C+ A

[ a2( Kn ) G
2
(1 + | yS | C+ A) ke

kG( K
n
+ M (1+ b) KA

n
)

再按( 411)式定义 �y ( s ) , 由引理 311, 对 s I ( S- ( k + 1) G, S- kG] , 我们有,

| �y ( s) - y ( s) | C+ A [ Ga1( Kn) (1+ | yS | C+ A) e
- ( K

n
+ M (1+ b) K

A
n
) ( s- S)

+ Ga2( Kn ) (1 + | y S | C+ A) ( s - S) e
- ( K

n
+ M( 1+ b ) K

A
n

)( s- S)

同理,对 s I (- ] , S- kG] , 我们有

| �y ( s) - y ( s) | C+ A [ | s - S+ NG | a1( Kn) ( 1+ | yS | C+ A) e
- ( K

n
+ M (1+ b ) K

A

n
)( s- S)

+ Ga2( Kn ) (1 + | y S | C+ a) | s - S | e
- ( K

n
+ M ( 1+ b ) K

A
n
) ( s- S)

由定义

T
G
N 5 ( y S, S) - 5( yS , S) = Q

S

- ]
e

( s- S)A
Q( F (�y ( s) + �5S(�y ( s ) , s ) ) - F( y ( s )

+ 5( y ( s ) , s) ) + �f S( s) - f ( s) ) ds

因此,利用( 213)、( 215) , 5 I Fb , 我们得到

| T
G
N 5( yS , S) - 5( yS, S) | C+ A

[ M (1 + b)Q
S

- ]

1
| s - S |

A+ KAn+ 1 )e
K

n+ 1
( s- S)

( | �y ( s) - y ( s ) | C+ A+ G) ds

+ M ( 1+ b)Q
S- N G

- ]

1

| s - S |
A+ K

A
n+ 1� � �e

K
n+ 1

( s- S)
| s - S- NG | ds

[ M (1 + b) (1 + | y S | C+ A) Ga1( Kn)Q
0

- ]

1

| s |
A+ K

A
n+ 1A� � !e

( K
n+ 1

- K
n
- M (1+ b ) K

A
n

) s
ds

+ Ga2( Kn ) #Q
0

- ]
| s |

A- 1
+ K

A
n+ 1 | s |A

� �(n

e
( K

n+ 1
- K

n
- M (1+ b) K

A
n
) s

ds

+ ( a1( Kn) + 1)Q
S- NG

- ]
| s - N G |

1

| s |
A+ KAn+ 1

)

e
( K

n+ 1
- K

n
- M( 1+ b ) K

A

n
) s

ds

+ GQ
0

- ]

1

| s |
A+ KAn+ 1 �

|

e
K

n+ 1
s
ds �

[ C 1(1 + | y S | C+ A)
a1( Kn) K

A
n+ 1G

Kn+ 1 - Kn - M (1+ b ) KAn
+

a2( Kn ) KAn+ 1G
( Kn+ 1 - Kn - M (1 + b) KAn)

2+

+
( a1( Kn) + 1) K

A
n+ 1

( Kn+ 1 - Kn - M (1 + b) K
A
n)

2 e
- ( K

n+ 1
- K

n
- M (1+ b) KA

n
) NG

+ K
A- 1
n+ 1G

[ C 1(1 + | y S | C+ A) a1( Kn) G+
a 2( Kn)

Kn+ 1
G+ G+

a1( Kn ) + 1

KAn+ 1
e
- K

n+ 1
NG d  (

其中, C1 是不依赖于 N , G和n 的正常数# 

引理 411得证# 

由引理 411, 我们容易推得如下结果:

定理 411  选取一列 GN 满足: 当 N y ] 时, GN y 0, N GN y+ ] , 则在引理411的假设之

723非自治发展方程的收敛的逼近惯性流形族



下, 由(314) 式定义的一族函数 5N| N I N 以范数 | #| ] 收敛于函数 5, 即, 逼近惯性流形族 �MN

= graph 5N 收敛到惯性流形 �M = graph 5# 
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Abstract

In this paper, the long time behavior of nonautonomous infinite dimensional dynamical systems

is studied. A family of convergent approximate inertial manifolds for a class of evolution equations

has been constructed when the spectral gap condition is satisfied.

Key words  nonautonomous equation, approximate inertial manifold, spectral gap condition
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