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摘   要

本文利用差分方法余项效应理论, 分析比较了一些典型的限制因子# 对不同的限制因子, 格

式的表现明显差异主要是由其数值耗散性、色散性强弱不同所致# 在分析比较格式的数值耗散

性、色散性之后,本文提出了一种新的限制因子, 得到的格式在解的剧烈变化区具有更高的分辨

率,在光滑区避免了由于数值色散性较强导致的失真# 数值试验表明该格式具有较好的性质# 

关键词  数值耗散  数值色散  限制因子

中图分类号  O241

k 11 引   言

适当地调节,控制格式的数值耗散性和色散性效应是构造高分辨率无振荡格式( NOS)的

关键# 自从 Van Leer[ 1]引入流量限制因子得到高分辨率无振荡格式以来,为实现数值耗散效

应,色散效应和数值群速度效应的适时调节, 限制因子合理的选择已成为构造高分辨率无振荡

格式的重要途径之一# Roe[ 2] [ 3] , Chakravarthy 和 O. Sher[ 4]等先后提出了不同形式的限制因

子,得到了锐利的图象# 对于线性波动方程, Sw eby
[ 5]
得到了 Harten

[ 6]
提出的 TVD格式的限

制因子的较优的调节范围# Jameson[ 7]根据极大值非增,极小值非减的思想, 通过限制因子的

合理选择,构造了在解的间断处具有较高精度的本质局部极值减小( Local Extramum Dim in-

ishing )的格式, 即 ELED格式# 

无论是 TVD还是 ELED格式, 对于不同的限制因子, 格式的表现存在明显的差异,耗散

性较强的格式在解剧烈变化区分辨率较低,色散性较强的格式有时把光滑解压缩成间断解,导

致解的失真和计算不稳定# 本文根据差分方法的余项效应理论及数值实验结果,分析格式的

数值耗散性、色散性,从而对于一些典型的限制因子进行鉴别,指出其存在的利弊,同时指出改

进的方向# 为构造高精度格式的限制因子提供了理论根据# 

本文在第二节回顾了具有代表性的限制因子# 在第三节中对其耗散性、色散性作理论分

析# 在第四节给出了数值实验结果# 根据所得的结论在第五节中提出了一种有效的新的限制

因子,其数值试验表明具有更满意的效果,在解的剧烈变化区内具有更高的分辨率# 
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k 21 一些典型限制因子的数值分析

考虑单变量守恒律方程:

ut + f ( u ) x S u t + a( u) ux = 0

u( x , 0) = <( x )   (- ] < x < ] )数值
(211)

其中, a( u) = df / du

( 1)  TVD格式

Harten
[ 6]
引入总变差非增的概念,开创性地构造了 TVD格式# 考虑线性单变量守恒律方

程,即方程( 211)中 a( u )= const> 0情况, Sweby[ 5]构造的守恒型差分格式为:

u
n+ 1
j = u

n
j - K(�f j+

1
2
- �f j- 1

2
) (212)

其中, K=
$x
$t

, �f j + 1
2
为数值流量,取为:

�f j+
1
2
=

1
2
( f j + f j+ 1) -

aj+ 1
2

2
( 1- <( r ) ( 1- Kaj+ 1

2
) ) $j+ 1

2
u (213)

其中, $j+ 1
2
u = uj+ 1- uj , r =

$j- 1
2
u

$j+ 1
2
u
, <( r ) 为限制因子# 

aj + 1
2
=

f i+ 1- f j
u j+ 1- u j

 (当 u j+ 1 X uj )

5f
5 u u= u

j

 (当 u j+ 1 = uj )#
(214)

对于 TVD格式总变差非增, 要求限制因子的选择必须满足:

0 [ <( r )
r

, <( rx m ) [ 2 (215)

下列三个常见的限制因子满足关系( 215) :
1)  Van Leer[ 1]提出的光滑因子

<( r ) =
| r | + r
1 + | r |

(216)

2)  Roe[ 2]的 Minmod因子

<( r ) = minmod( r , 1) (217)
3)  Roe[ 3]的强压缩因子( Superbee因子) :

<( r ) = max (0, min(2r , 1) , min( r , 2) ) (218)
( 2)  ELED格式

TVD格式即使在光滑区有高阶精度,在极值点处仍退化为一阶精度,为了提高格式在极值

点处的精度, Jameson[ 7]引入了本质局部极值减少的概念# 在极限状态下( $x y0)最大值非增, 最

小值非减,得到了理论上高精度的格式,即ELED格式# 其中方程( 212)中的数值流量取为:

�f j+ 1
2
=

1
2
( f j + f j+ 1) - d j+ 1

2
(219)

d j+
1
2
= Aj+ 1

2
$j+ 1

2
u - L $j+ 3

2
u , $j- 1

2
uro fo ( 2110)

其中, Aj+ 1
2
为参数, 要求满足 Aj+ 1

2
\ aj+ 1

2 2, L ( u, v ) 为限制因子# 
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L ( u , v ) =
1
2

1-
u - v

max ( | u | + | v | , E$x r
)

qx�

( u + v ) ( 2111)

其中, q , E, r 为参数, 且 q 取正数, r > 1# 当 r = 3/ 2时, 该格式在极值点处具有 1+ q / 2阶

精度# 

k 31 数值耗散,色散效应分析

根据 Liu[ 8] ~ [ 10]提出的差分方法的余项效应理论,可以较深入地分析上述具有各类限制因子

的格式的数值耗散性,色散性和数值群速度效应# 利用Waming 和Lyett的MPDE( modified partial

different ial equat ion)过程,可导出上述差分格式完全等价的 MPDE# 其一般形式写为:

ut + a( u ) ux = Rs + Rp

R s = E
t

M2l (- 1) l- 1 52l
u

5x 2l + ,

R p = E
m

L2 m+ 1(- 1) m- 1 52m+ 1
u

5 x 2m+ 1 + ,

其中, R = Rs + Rp 为格式的数值余项, R s为偶阶数值余项,即数值耗散余项# Rp 为奇阶余

项,称为数值色散余项# 由于步长 $x 足够小,仅讨论余项的主项(即第一个不为零的偶阶余

项和奇阶余项) 形式即可# 这样得到耗散关系 AN , 色散关系 XN 以及群速度 v
N
g :

AN U (- 1) L- 1M2LN
2L

XN U (- 1) M- 1 L2M+ 1N
2M+ 1

v
N
g U (- 1)

M- 1
( 2M + 1) L2M+ 1N

2M

当 AN > 0为耗散格式,计算稳定# 若 AN < 0,计算不稳定# XN > 0为正色散格式,反之为负

色散格式# XN 的值越大,色散性越强# 数值色散导致解的振荡和寄生波,强色散引起较强的

寄生振荡效应# 此外,若 v
N
g > 0数值解的波速比真解超前且速度差为 v

N
g , 反之则滞后# 下

面考虑一些典型的限制因子所对应的格式的数值特性# 

( 1)  TVD格式

将( 213)式代入( 212)式得:

v
n+ 1
j = -

c
2
(1 - c) <( r ) un

j+ 1+ (1 - c) (1+ c<( r ) ) un
j

+ c 1-
1 - c
2 <( r ) 限状u

n
j- 1 (311)

其中, c = AK为 Courant 数# 其 MPDE 为:

ut + aux =
a
2
(1 - c) <( r ) $xuxx +

a$x 2

6
( 1- c) (2c - 1 - 3c<( r ) ) uxxx + ,

AN =
a
2
(1 - c) (1 - <( r ) ) $xN2

XN =
a
6
(1 - c) (2c - 1- 3c<( r ) )$x 2N3

v
N
g =

a
2
( 1- c) (2c - 1 - 3 c<( r ) ) $x 2N2

下面对不同的限制因子进行讨论# 
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1) <( r ) =
| r | + r
1+ | r |

当 r [ 0时, <( r ) = 0, 因此:

AN =
a
2 (1 - c) $xN

2

XN = -
a
6
(1 - c) ( 1- 2c) $x 2N3

v
N
g = -

a
2
(1 - c) (1 - 2c) $x 2N2 制 因

(312)

当 r > 0时, <( r ) =
2 r

r + 1
, 则有:

AN =
a
2
(1 - c)

1 - r
1 + r

$xN2

XN = -
a
6
(1 - c) 1+ 2c

2r - 1
r + 1

�� � $x 2N3

v
N
g = -

a
2
(1 - c) 1+ 2c

2r - 1
r + 1

$x 2N2m

(313)

由( 312)、( 313)式可见: AN > 0格式计算稳定,且数值耗散效应随 c 的增大而减弱# 当 c <

015时 XN < 0, vNg > 0, 格式为负色散, 数值解滞后于精确解# 当 c > 015时, XN > 0, vNg <

0,格式为正色散,数值解超前于精确解# 

2) <( r ) = minmod(1, r )

当 r [ 0时, <( r ) = 0# 此时 AN , XN , v
n
g 如( 312) 式所表示# 

当 0 < r < 1时, <( r ) = r# 有:

AN =
a
2
(1 - c) (1 - r ) $xN2

XN = -
a
6
(1 - c) ( 1- 2c + 3cr ) $x 2N3

v
N
g = -

a
2
(1 - c) (1 - 2c + 3cr )$x

2
N
2此 外

(314)

当 r \ 1时, <( r ) = 1,有 :

AN = 0

XN = -
a
6
(1 - c

2
) $x 2N3

v
N
g = -

a
2
(1 - c

2
) $x 2N2

(315)

由( 312)、( 314)、( 315)式可见,此时为耗散格式,耗散性随 c的增大而减小# 当 c < 015时,为

负色散格式,数值解滞后# 当 c > 015时,随 r 的变化,格式可能为负色散,也可能为正色散,

数值解或滞后或超臆,取决于 r 的值# 

3) <( r ) = max (0, min(2r , 1) , min( r , 2) )

当 r [ 0时, <( r ) = 0,与( 312) 式相同# 

当 0 < r < 015时, <( r ) = 2r
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AN =
a
2
(1 - c) (1 - 2r ) $xN2

XN = -
a
6 (1 - c) ( 1- 2c + 6cr ) $x

2
N
3

v
N
g = -

a
2
(1 - c) (1 - 2c + 6cr )$x 2N2(

(316)

当 015 < r < 1时, <( r ) = 1与(315) 式情况相同# 

当 1 < r < 2时, <( r ) = r 与(314) 式情况相同# 

当 r \ 0时, <( r ) = 2

AN = -
a
2
(1- c)$xN2

XN = -
a
6 (1 - c) ( 1+ 4c) $x

2
N
3

v
N
g = -

a
2
(1 - c) (1 + 4c) $x 2N( 2

(317)

由此可见随 r 的变化,格式的稳定性也在改变# 当 r > 2时,出现计算不稳定, 色散性很强,因

而需要排除这种情况# 当 c < 015时, 格式为负色散, 数值解滞后# 当 c > 015时,随 r 的变

化,格式时而为正色散,时而为负色散,数值解时而滞后, 时而超前, 使得数值解滞后超前现象

不如 c < 015时明显# 

比较上述三种限制因子的格式, 可以发现 Roe 的 M inmod因子的格式数值耗散性最强,

Van Leer 的光滑因子次之, Roe的强压缩因子的格式数值耗散性最弱# Roe的强压缩因子的

格式数值色散性最强, M inmod因子的格式数值色散性最弱# 

( 2)  ELED格式

将( 219)式代入( 212)式, 得:

u
n+ 1
j = u

n
j -

c
2
( u

n
j+ 1- u

n
j- 1) + K( d j+

1
2
- dj - 1

2
) (318)

由( 312) , ( 2110)式得:

d j+ 1
2
= Aj+ 1

2
$j+ 1

2
u - Aj+ 1

2
( 1- B)

$j+ 3
2
u + $j-

1
2
u

2
(319)

这儿, B=
$j+

3
2
u - $j-

1
2
u

max $j+ 3
2
u + $j - 1

2
u , E$x r4 )

q

, 此格式为强非线性, 难以作精确的理论分析# 

这儿采用线化方法, 虽然不十分准确,亦可借鉴# 

令( 319)式中, Aj+ 1
2
= A= 常数# 然后将其代入( 318) 式:

u
n+ 1
j = -

1 - B
2

AKun
j+ 2+ -

aK
2
+ 1 +

1 - B
2



AN =
ac
2
- BA - �$xN2

XN =
a
6
+

ac
2

3
- BAc 2

� � � N

$x
2
N
3

v
N
g =

a
2
+ ac

2
- 3BAc( $x 2N2

( 3110)

显然,稳定条件为:

ac
2

> BA ( 3111)

由此可见, ELED格式较前面的 TVD格式的耗散性弱, 但随 BA的值的不同,计算常出现

不稳定,使得计算结果难以达到理论分析中得到的高精度# 

k 41 数值 试验

利用线性单变量守恒律方程为模型,试验上述格式# 这儿取 a= 1,初始条件分别取为方

波和尖波两种情况# 

( 1)  初始条件取为方波

u( x , 0) =
1   ( x I [ 015, 110] )
0   ( x I/ [ 015, 110) ] )

(411)

空间步长 $x= 0105# 

图  1  ( c= 01 4)

1) c = 014时,时间步长$t = 0102, 图1( a) ~ ( c) 分别为时间 t = 1时, Van Leer的光滑

因子, Roe的M inmod因子和强压缩( superbee) 因子作限制因子的TVD格式的结果# 图 1(d)

为 ELED格式的结果,这儿 E= 1, Aj+ 1
2
= 015, r = 115, q = 310# 由 ELED格式得到的数值
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图  2  ( c= 01 8)

图  3  ( c= 01 4)

解可以看出,它没有达到理论分析得到的精度# 

从图中还可以看出由不同的限制因子所构成的 TVD格式呈现的耗散性,色散性, 群速度
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效应是不同的# Minmod因子的格式耗散性最强,强压缩因子的最弱,色散性则为强压缩因子

的最强# M inmod因子的最弱,且数值解均有滞后现象# 这些结果与上一节中的理论分析的

结论是一致的# 

比较 ELED格式与 TVD格可见: ELED格式虽然理论上有较高的分辨率,但数值试验表

明该格式,只有参数 Aj+ 1
2
, r , q , E的选择合适时,才能计算稳定,且难以达到理论上的精度# 

2) c = 018时,时间步长 $t = 0104# 图 2( a) ~ ( c) 为 t = 1时, TVD格式的计算结果# 

正如理论分析所表明的,图中曲线明显地比 c = 014时锐利# 此时耗散性较弱, 色散性较强# 

图 2( d) 为 ELED格式的结果, 这儿 E= 1, Aj+ 1
2
= 015, r = 115, q = 018# 

( 2)  初始条件为尖波

u( x , 0) =

4 x - 1   ( x I [ 015, 0175] )
- 4x + 4   ( x I [ 0175, 1] )
0   ( x I/ [ 015, 1] )�

(412)

空间步长 $x = 0105, c = 014, $t = 0104, t = 1# 三种T VD格式以及ELED格式的计算结

果如图3( a) ~ ( d) 所示# 此图更明显地反映了各格式的耗散性,色散性的强弱# 由此可见,

在实际应用中应根据问题的特点合理地选择格式# 这儿ELED格式计算时,取 E= 1, Aj+ 1
2
=

015, r = 115, q = 315# 

k 51 高分辨率无振荡格式的构造

由上述理论分析和数值试验结果可以看出, 有些耗散性强的格式, 色散性弱,使得图象在

间断解处不够/锐利0# 尤其是对尖波, /削平0现象更为突出# 有些色散性强的格式, 耗散性

弱,导致计算不稳定,解失真# 为了得到更精确的数值解, 必须使其在间断解处具有高分辨率

且计算稳定# 这就需要格式同时具有适当的耗散性和色散性# 

分析 ELED格式难以达到理论上的精度的原因可以发现,此格式耗散性较弱且常出现 AN

< 0的情况,使计算不稳定且出现虚假振荡# 为克服这个困难, 可以通过增加格式的耗散性来

实现# 因此, 将 ELED 格式的限制因子与 T VD格式中的耗散性较强的 M inmod因子进行组

合,且为计算方便将它们作适当的简化,减少参数# 新得到的格式的数值流量仍取( 218)式,但

式中的 d j+ 1
2
取为 :

d j+ 1
2
=

aj+ 1
2

2 $j+ 1
2
u -

aj+ 1
2

2 L ( $j+ 3
2
u , $j+ 1

2
u , $j- 1

2
u ) (511)

这儿的 aj+ 1
2
由(214) 式确定, L ( u , v , w ) 为限制因子,取为 :

L ( u , v , w ) =

L 0( v ) ,  (当 | u |+ | w | [ $x 115
)

1
2 + q

L 0( v ) + 1-
1

2+ q
�� � �L 1( u, w )   (当 | u | + | w | > $x 115

)

(512)
其中, L 0( v ) 为相应于 Roe的 M inmod因子的限制因子,

L 0( v ) = 1 - aj+ 1
2
K

� � (K

v (minmod( r , 1) ) (513)

这儿, r = w / v , L 1( u, w ) 由 ELED格式限制函数修改而得:
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L 1( u , w ) = 1 - u - w
| u | + | w |

q 与 上
u + w

2
(514)

式中的 q> 0为参数# 

由此得到的格式,在数值试验中得到了预期的效果# 数值试验结果如图 1( e) q= 415,图
2( e) q= 016,图 3( e) q= 415# 它显示了新的格式在解的剧烈变化区具有较前面几种格式更

高的分辨率,且计算稳定# 

另外,数值试验表明参数 q 的选取依赖于 Courant数 c# 一般说来,对于同一个 Courant

数, q 越大,格式的色散性越强# 

k 61 结   论

本文分析了一些具有典型的限制因子的格式的耗散性,色散性和群速度效应# 发现这些

格式得不到理想的计算结果的原因之一是:耗散性强的格式的色散性较弱,导致在解的间断区

分辨率低# 色散性强的格式的耗散性较弱,使得计算出现不稳定且产生虚假振荡# 本文提出

了一种新的格式,它具有较强的色散性使数值解有较高的分辨率,但同时具有适当的耗散性保

证计算稳定及不产生虚假振荡# 数值试验表明新的格式具有较好的性质# 
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Numerical Analysis and Construction of Limiter

of High Resolution Difference Scheme

Zhang Mengping   Liu Ruxun
( Depar tm en t of Ma t hem a tics , Un iver sity of Science an d Technology of Chin a ,

Hef ei , Anhu i 230026, P . R . Chin a )

Abstract

In the paper, based on the theory of the remainder effects of difference schemes, some typical

limiters are analysed and compared. For different limiters, the different strength of numerical diss-i

pation and dispersion of schemes is the reason why the schemes show obvious different characteris-

tics. After analysing and comparing the numerical dissipation and dispersion of various schemes, a

new kind of limiter is proposed. The new scheme has high resolution in sharp discontinuities, and

avoids the / distortion0 due to the st ronger numerical dispersion in the relatively more smooth re-

gion. Numerical experiments show that the scheme has good properties.
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