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摘   要

本文利用矩阵理论, 分析了使主应力轴产生旋转的应力增量特性, 并将一般应力增量分解为

与应力共主轴部分及使之产生旋转部分# 据此, 将含主应力轴旋转的复杂三维问题简化为三维应

力应变共轴问题和三主值不变绕某一主轴旋转问题的结合, 大大简化了分析的难度# 文中还结合

有关模型给出了一般三维问题的具体计算方法# 

关键词  矩阵理论  主应力轴旋转  应力增量分解  应力应变关系  土体

中图分类号  TU45

k 11 前   言

目前土体应力应变关系的研究一般局限于主应力轴偏转可忽略情况下( 只考虑主应力的

大小, 不考虑主应力轴方向的变化)# 在这种情况下, 应力增量、应变增量、应力及应变的主轴

是一致# 有关实验及工程实践表明: 存在主应力轴旋转时, 会产生明显的塑性变形, 并导致应

力应变不共主轴# 

首先有必要探讨为什么土体主应力轴旋转会导致应力应变不共主轴# 弹性力学中也存在

主应力轴旋转问题, 但它不会导致不共主轴现象# 原因是弹性应变增量的大小、方向只与应力

增量一一对应( 二者方向一致, 大小成比例) , 故其应力应变主轴的旋转是同步的# 然而土体变

形受应力历史的影响(其应变增量的大小、方向不仅与应力增量的大小、方向有关, 而且受应力

大小、方向的影响)# 故应变增量随应力增量的旋转存在滞后现象, 从而导致应力应变不共主

轴# 

土体在应力应变共主轴情况下的应力应变关系研究较多, 关于纯主应力轴旋转的研究也

有一些(主要集中于二维)# 因而有必要将二维的研究综合成一般情况(既存在旋转, 也存在主

应力大小变化) , 并将其推广至三维# 

k 21 应力增量的分解

主应力大小的变化与主应力轴方向旋转是两种不同应力增量作用的结果, 故有必要研究
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这两类增量的特性# 

211  二维应力增量的分解

令应力 R的主值分别为 R1, R2, 对应的主向为 N 1, N 2, 则:

      R = (N 1  N 2)
R1 0

0 R2
变共

N 1

N 2
文中有 = T 1 +T

T
1 (211)

不失一般性, 令 N 1 与 X 轴夹角为H,则:

      T 1 =
cosH - sinH

sinH cosH
下, , T T1 =
cosH sinH

- sinH cosH
要探 (212)

Ñ)  主轴方向不变, 主值大小变化的应力增量 dRc 特性

这种情况下式( 211) 中 T 1, T
T
1 为常数阵, 而 R1, R2 变化,则:

      dRc = d( T 1 +T
T
1 ) = T 1( d +) T

T
1 = T 1

dR1 0

0 dR2
研究 T

T
1 (213)

上式表明 dRc 特征为: 在主应力坐标系下, 它的正对角线元素不为零, 而副对角线元素为

零# 

Ò)  主值不变使主应力轴产生旋转的应力增量 dRc 特征

此时式( 211)中对角线阵 + 为常数阵,而 T 1, T
T
1 发生变化,则

      dRr = d ( T 1 +T
T
1 ) = dT 1 +T

T
1 + T 1 +dT

T
1 (214)

分别对式( 212) 微分

      dT 1 =
- sinH - cosH

cosH - sinH
dH,  dT T1 = ( dT 1)

T
=

- sinH cosH

- cosH - sinH
(� dH (215)

结合式( 212)、( 215) 得:

      T
T
1 dT 1 =

0 - 1

1 0
ro dH,  dT T1 T 1 =

0 1

- 1 0
, E dH (216)

      dRTr = ( dT 1 +T
T
1 )
T
+ ( T 1 +dT

T
1 )

T
= T 1 +dT

T
1 + dT 1 +T

T
1 = dRr (217)

即 dRr 也为对称张量# 

将 dRr 从一般坐标系转换至主应力空间:

      T
T
1 dRrT 1 = T

T
1(dT1+T

T
1+ T1+dT

T
1)T1= (T

T
1dT1)+(T

T
1T 1) + (T

T
1T1)+(dT

T
1T 1)

=
0 - 1

1 0
(� �an ndH

R1 0

0 R2 na� � �I + I
R1 0

0 R2he
0 1

- 1 0
nidH

= dH
0 - R2

R1 0
al+

0 R1

- R2 0
g ar� �nd o

=
0 dH(R1- R2)

dH(R1- R2) 0
ti (218)

上述推导中利用了 T 1 为正交矩阵性质

      T 1T
T
1 = T

T
1 T 1 = I (219)

      dRr = T 1

0 dH( R1- R2)

dH( R1- R2) 0
ef T

T
1 ( 2110)

上式表明使主应力轴产生旋转的应力增量特征为: 在主应力空间中, 其正对角线元素为

零, 副对角线元素相等, 且主应力轴旋转角为该元素除以两主应力之差# 

Ó)  应力增量分解
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根据 dRc , dRr 在主应力空间中的特征,可以将任意应力增量 dR进行分解# 

先对任意应力增量 dR进行坐标变换# 令:

      B = T
T
1 dRT 1

      B
T
= ( T

T
1 dRT 1)

T
= T

T
1 dR

T
( T

T
1 )

T
= T

T
1 dRT 1 = B ( 2111)

即 B 亦为对称张量,故令:

      B =
K 1 K 2

K 2 K 3
1

� � =

=
K 1 0

0 K 3
�� ��+

0 K 2

K 2 0

� � �

( 2112)

      dR = T 1BT
T
1

= T 1

K 1 0

0 K 3

� � 1

T
T
1 + T 1

0 K 2

K 2 0
1

� � d

T
T
1

= dRc + dRr ( 2113)

根据 dRc , dRr 的特征式(213)、(2110) ,得:

      dR1 = K 1,  dR2 = K 3,  dH= K 2/ ( R1- R2) ( 2114)

显然式( 2113)将任一应力增量分解为一共轴增量 dRc 与一旋转分量 dRr 与一旋转分量

dRc 是可行的,也是唯一的# 

212  三维应力增量分解
同理, 可将三维一般应力增量进行分解# 

令应力 R的三主值为R1, R2, R3,对应的单位主向为 N 1, N 2, N 3# 

      R = (N 1  N 2  N 3)

R1 0 0

0 R2 0

0 0 R3

� � 2 15N 1

N 2

N 3

= T +1T
T

( 2115)

任一应力增量 dR转换至主应力空间必有如下形式:

      T
T
dRT =

M 1 A 1 C1

A 1 M 2 B1

C1 B 1 M 3

( 2116)

则应力增量的共轴部分、旋转部分分别为:

      dRc = T

M 1 0 0

0 M 2 0

0 0 M 3

1

� � =d

T
T

( 2117)

      dR1 = M 1,  dR2 = M 2,  dR3 = M 3 ( 2118)

      dRr
1
= T

0 A 1 0

A 1 0 0

0 0 0

� � (T

T
T

( 2119)

      dRr
1
表示绕第三主轴旋转,旋转角为:

      dH1 = A 1/ ( R1 - R2) ( 2120)

      dRr
2
= T

0 0 0

0 0 B 1

0 B1 0

R

� �1

T
T

( 2121)

409含主应力轴旋转的土体一般应力应变关系



dRr
2
表示绕第一主轴旋转,旋转角为:

      dH2 = B 1/ ( R2 - R3) ( 2122)

      dRr
3
= T

0 0 C1

0 0 0

C 1 0 0

=� � � T
T

( 2123)

dRr
3
表示绕第二主轴旋转,旋转角为:

      dH3 = C 1/ ( R1- R3) ( 2124)

式( 2117) ~ ( 2124)将一般应力增量分解为共主轴部分及绕某一主轴旋转部分# 这样我们

可以综合三维共轴结果及绕某一主轴旋转理论来研究一般三维问题# 

k 31 土体应力应变关系的一般模式

前面已将一般应力增量分解为共轴分量与旋转分量, 因而应变增量是二者作用结果的叠

加# 根据弹塑性理论, 将应变增量分为弹性与塑性两部分, 不考虑弹塑耦性合# 这样弹性变形

部分根据广义虎克定律计算# 塑性变形则按分解结果, 采用合适模型分别算出共轴塑性应变

分量和旋转应变分量# 

311  三维一般情况

根据式( 2117) ~ ( 2124)的分解结果, 需计算弹性分量、三维共轴塑性分量及绕三个主轴的

旋转塑性分量# 

31111  弹性分量计算
假定土体弹性变形符合广义虎克定律, 其弹性模量为 E、泊淞比为 L, 则弹性变形分量 dEe

为:

      dE
e
= [ Ce ] dR =

1
E

1 - L - L

- L 1 - L

- L - L 1

� � �

dR (311)

31112  塑性变形的共轴部分
土的三维模型中能较好地反映土体基本力学性质的, 是土的多重屈服面模型# 文[ 6]中提

出的三重屈服面模型的计算结果和多种应力路径实验较为吻合# 它采用的是主应力空间表述

方式, 应用于此非常方便# 

模型介绍如下:

      Epi = A iR
2
1+ B iR

2
2+ C iR

2
3 + D iR1 R2+ E iR2R3

+ F iR1R3 + R iR1 + S iR2 + T iR3 + P i (312)

E
p
i 表示三个塑性应变主值# 

A i , B i , C i , D i , E i , F i , R i , S i , T i , P i 由单轴压缩、挤长实验、三向等压实验结果拟合# 

式( 312)写成增量矩阵形式为:

      dEpc = [ Cp ] dRc (313)

  

dE
p
c
1

dEpc
2

dEpc
3

=

2A 1R1+ D 1R2+ F1R3+ R 1 2B1 R2+ D 1R1+ E1 R3+ S 1

2A 2R1+ D 2R2+ F2R3+ R 2 2B2 R2+ D 2R1+ E2 R3+ S 2

2A 3R1+ D 3R2+ F3R3+ R 3 2B3 R2+ D 3R1+ E3 R3+ S 3
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2C 1R3+ E 1R2 + F 1R1+ R 1

2C 2R3+ E 2R2 + F 2R1+ R 2

2C 3R3+ E 3R2 + F 3R1+ R 3表 示

M 1

M 2

M 3�

(314)

将共轴塑性应变增量转换到一般应力空间:

      dEpc = T +cT
T
= T

dE
p
c

1
0 0

0 dE
p
c
2

0

0 0 dEpc
3

� �  
T
T

(315)

31113  旋转引起的塑性变形

根据应力增量分解结果, 只需研究三主值不变绕一主轴旋转时土体的变形特性, 即可推广

至三维一般情况# 文[ 7] 提出的模型可以较好地预测土体绕某一主轴旋转时土体的应力应变

关系# 
该模型基于应力球张量与偏张量存在交叉影响而提出:

      dEp = (
1
3
AI + B�n) F ( Rm + �Rm ) dRm + (

1
3
CI + Dn) Rmn

a
dr (316)

当只产生主应力轴旋转时:

      dRm = 0,  dr = dR/ Rm (317)

      dEp = (
1
3
CI + Dn ) Rmn

a
dr (318)

式中:

    

Rm = ( R1+ R2+ R3) / 3, r = R/ Rm - I

�n = r/ ( rr)
0. 5
, n̂ = dr/ ( drdr )

0. 5

n = �n/ 3+ 2n̂ / 3

A= cos- 1 E ( r
n+ 1
ij - r

n
ij ) / ( r

n
ij - r

n- 1
ij ) / [ E ( r

n+ 1
ij - r

n
ij )

2 E ( r
n
ij - r

n- 1
ij )

2
]

0. 5

n
A
ij = cos( A/ 3)�

(319)

C、D 为塑性系数, 见文献[ 7]# 

对于各旋转应力增量引起的塑性变形为:

Ñ)  式( 2119) 、( 2120)表示的绕第三主应力轴旋转的应力增量

引起的塑性变形为:

      dr1 = dRr
1
/ Rm =

A 1

Rm
T

0 1 0

1 0 0

0 0 0

� � �T
T

=
dH1( R1- R2)

Rm
TE 1T

T
( 3110)

代入式( 318) :

      dEpr
1
= ( CI / 3+ Dn ) Rmn

A
dH1( R1 - R2) ( TE 1T

T
) / Rm

= dH1( R1- R2) ( CI / 3+ Dn) n
A
( T E1T

T
) ( 3111)

Ò)  同理可得绕第一、二主轴旋转引起的塑性应变增量

      dr2 = dRr
2
/ Rm =

dH2( R2- R3)

Rm
TE 2T

T
( 3112)
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      dEpr
2
= dH2( R2- R3) ( CI / 3+ Dn) n

A
( T E2T

T
) ( 3113)

      dr3 = dRr
3
/ Rm =

dH3( R1- R3)

Rm
TE 3T

T
( 3114)

      dEpr
3
= dH3( R1- R3) ( CI / 3+ Dn) n

A
( T E3T

T
) ( 3115)

      E 2 =

0 0 0

0 0 1

0 1 0

# , E 3 =

0 0 1

0 0 0

1 0 0

� �  ( 3116)

31114  总应变增量

由分解式知, 总应变增量应为弹性分量、塑性共轴分量与旋转分量叠加而得:

      dE= dEe + dEpc + dEpr
1
+ dEpr

2
+ dEpr

3
( 3117)

31115  应力轴旋转引起的非共轴性

当存在主应力轴旋转时, 应力增量、应变增量、应力、应变等主轴方向存在差异, 最引人注

目的是应力与应变主轴的差异# 

与式( 2115)一样可求得应变的三个单位主向: N 1E, N 2E, N 3E, 那么应变第一主轴与应力第

一主轴的夹角 H1 即为向量 N 1 与 N 1E夹角:

      N 1E# N 1 = | N 1E | #| N 1 | # cosH1 = cosH1

      H1 = arc cos( N 1E# N 1) ( 3118)

同理求得 N 2 与 N 2E, N 3 与 N 3E的夹角H2, H3:

      H2 = arc cos(N 2E# N 2) ( 3119)

      H3 = arc cos(N 3E# N 3) ( 3120)

312 三维特殊问题
工程实际中有些问题没有式( 3117)计算的那么复杂# 有些问题不涉及主应力轴旋转, 那

么其应变增量只需计算式( 3117)中的前两项# 有些不涉及主值的变化, 只存在纯主应力轴旋

转, 那么它不需要计算第二项, 可根据它是绕哪些主轴旋转, 而对后三项进行取舍# 

313  二维问题

某些情况下, 可以将一个三维问题简化为二维进行计算# 此时应力增量分解见式( 2113) 、

( 2114) , 其引起的应变增量计算模式同 311节# 共轴塑性变形可引用文献[ 5]中提出的双屈服

面模型进行计算, 旋转部分引起的塑性变形可采用文献[ 3] 中提出的模型进行分析# 

k 41 结   论

本文借助矩阵理论, 对应力增量特征进行深入分析, 从一种新的角度研究了土体的一般应

力应变关系# 为解决含主应力轴旋转的复杂三维问题提出了一条新途径# 

Ñ)分析了使主应力轴产生旋转的应力增量特性# 推导了二维、三维一般应力增量分解为

与应力共主轴部分及使之产生旋转部分的公式# 

Ò)在应力增量分解的基础上, 将一个复杂的三维含主应力轴旋转问题简化为三维共轴问

题和主值不变绕一主轴旋转问题的结合, 大大地减小了分析的难度# 

Ó)为了使本方法更具通用性, 有必要进行三维共轴模型及主值不变绕一主轴旋转模型的

研究与验证工作# 
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The General Stress Strain Relation of Soils Involving

the Rotation of Principal Stress Axes

Liu Yuanxue  Zheng Yingren  Chen Zhenghan

( Dept . of Archit ectu r a l En gin eer in g . , L ogistica l Univ er sity , Chon gqing 400041, P . R . Chin a )

Abstract

In the light of matrix theory, the character of stress increment which causes the rotation of

principal stress axes is analysedand the general stress increment is decomposed into twoparts: coax-

ial part and rotational part. Based on these, the complex three dimension ( 3- D) problem involving

the rotation of principal stress axes is simplified to the combination of the 3- D coaxial model and the

theory about pure rotation of principal stress axes that is only around one principal stress axes. The

difficulty of analysis is reducedsignificantly. The concrete calculating method of general 3- D prob-

lems is provided and other applications are also presented.

Key words  matrix theory, principal stress axes rotation, decomposition of stress increment, stress

strain relation, soils
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