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摘   要

本文用半离散方法将高维波动方程离散为一维耦合波动方程组# 文中给出了离散的收敛性

及一维耦合波动方程组的适定性结果# 数值例子表明这种方法收敛速度是很快的# 
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中图分类号  O241

k 11 引   言

波动方程由于其在地球物理、弹性力学等学科中起着重要作用, 始终是一个引人注目的问

题# 尽管波动方程的理论与计算已有丰富的成果[ 1] [ 2] , 但新的问题, 新方法仍不断出现

# [ 3] [ 4]文[ 5]提出了将二维波动方程化为一维耦合波动方程组的方法,但对变系数方程及高

维方程难以推广# 本文用半离散方法将变系数高维波动方程化为一维耦合波动方程组求解# 

为简单起见,以三维波动方程为例讨论# 

设 t \0表示时间变量, x \0是空间变量(常表示深度) , 8为yOz 平面上有界开区域, 5 8
为边界, �8 = 8 G 5 8 ,考虑如下定解问题,求函数 u ( x , y , z , t ) 满足 :

52
u

5 t
2 - a

2
( x , y , z )

52
u

5x
2 +

52
u

5y
2 +

52
u

5 z
2 00� �. P= 0

                     ( t > 0, x > 0, ( y , z ) I 8 ) (111)

t = 0时,  u = U1( x , y , z ) ,  5 u
5 t

= U2( x , y , z )   ( x \ 0, ( y , z ) I �8 )

(112)

x = 0时,  u = f ( y , z , t )   ( ( y , z ) I �8 , t \ 0) (113)

( y , z ) I 5 8 时,  u = G ( x , y , z , t )   ( t \ 0, x \ 0) (114)

其中, a( x , y , z ) > 0为声速, Ui ( x , y , z ) ( i = 1, 2) , f ( y , z , t ) , G ( x , y , z , t ) 均为已知函数,

满足一定的光滑性、相容性条件# 

在第二部分将给出半离散方法及收敛性结果,第三部分将给出一维耦合波动方程组解的

存在性,唯一性等适定性结果及算例# 
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k 21 半离散方法及收敛性

以 h > 0为步长, 用正方形网线划分区域 8# 8内部不和边界5 8相邻的结点记为边界
结点# 规定一个边界结点仅和一个内结点相邻# (若和两个内结点相邻则作为两个边界结

点)

设边界5 8满足: 对任意 h > 0,通过对边界结点作适当修改,可使得对任一边界结点 P总

存在边界 5 8 上若干个点S 1, S 2, ,, SK 使得

uP - uR = - ARuR + E
K

i= 1

A SiG Si + o( h
2
) (211)

这里, uP, uR, GSi 等表示函数u , G 在点P , R , S i 的取值, R 是和边界结点P 相邻的内结点,

A K , A Si 为插值系数且满足

0 < C 1h
A [ A R [ C2   ( 0 [ A< 1, C 1, C2 与 h 无关) (212)

在二维情形 A= 0, AR = 1# 在三维情形通常的凸分段光滑曲线5 8围成的区域满足上述

要求# 

记 D 为内结点点集, 5D 为边界结点点集, uij = u ij ( x , t ) 简记为 u ( x , y i , z j , t ) , vhu ij =

1

h
2( u i+ 1, j + u i- 1, j + uij+ 1+ uij- 1- 4u ij ) , ux , ut 等分别表示函数关于x , t 的偏导数# 则问题

(111) ~ (114) 离散为求函数 u ij ( x , t ) , ( yi , z j ) I D 满足

uij tt - a
2
ij ( x ) ( u ijx x + ḧu ij ) = 0   ( x > 0, t > 0) (213)

t = 0时,  uij = U1ij ( x ) ,  u tij = U2ij ( x )   ( x \ 0) (214)

x = 0时,  u ij = f ij ( t )   ( t \ 0) (215)

P I 5D , R I D 时  , uP - uR = - A KuK + E
K

i= 1
A SiGSi (216)

设 �u ( x , y , z , t ) 是定解问题(111) ~ (114)的解, 它关于 y , z 有四阶连续偏导数, u ij 是定

解问题( 213) ~ (216) 的解# 令 eij = �u( x , yi , z j , t ) - u ij ( x , t ) ,由泰勒展开 ḧeij = rij ( x ,

t ) h
2
, eP - eR = - AReR + r R( x , t ) h

2
,因此对( y i , z j ) I D 有

eij tt - a
2
ij ( eijx x + ḧe ij ) = a

2
ij r ij h

2   ( x > 0, t > 0) (217)

eij ( x , 0) = eijt ( x , 0) = eij (0, t ) = 0   ( x \ 0, t \ 0) (218)

记 E
D

eij 表示对所有( y i , z j ) I D求和, E
D , D

( e i+ 1, j - eij ) 表示对所有( yi+ 1, z j ) , ( yi , z j ) I

D 求和, E
5D, D

( eP - eR ) 表示对所有相邻的 P I 5D, R I D 求和# 经计算有

h
2 E

D

a
2
ijeij t ḧeij = E

5D, D

a
2
ReRt ( eP - eR ) - E

D , D

a
2
ij ( ei+ 1, jt - eij t ) ( ei+ 1, j - eij )

- E
D, D

a
2
ij ( eij+ 1t - e ij t ) ( e ij + 1- e ij ) (219)

设 X \0为任一实数值# 记 A = max
�8 @ [0, X]

| a( x , y , z ) | , AX = max
�8 @ [0, X]

5
5xa( x , y ) , A y , A z 类似定

义# A min = min
�8 @ [0, X]

| a( x , y , z ) | > 0, RX = ( x , t ) 0 [ x + At [ X, x \0, t \ 0 ,

E ( t ) = Q
X- A t

0 E
D

( e
2
ijt + a

2
ije

2
ij x) + E

D , D

a
2
ij ( ei+ 1, j - eij )

2
/ h

2
+ E

D , D

( eij+ 1 - eij )
2
/ h

, 2
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+ E
5D , D

1
A R

a
2
R ( eP - eR )

2
/ h

2 点 相
dX   (0 [ t [ X / A )

引理 1  存在和 h 无关的正常数C 3 > 0, 使得

dE ( t )
dt

[ C3E ( t ) + Q
X- A t

0
E
D

a
4
ij r

2
ij h

2
+ E

5D, D

a
2
R

A R
r
2
tRh

2

等

dx

证  直接计算并将 eijt t满足的式( 217) 代入可得

dE ( t )
dt

[ - A E
D

( e
2
ijt + a

2
ije

2
ij x )

x = X- A t
+ 2Q

X- A t

0
E
D

a
2
ij [ eijt ( r ijh

2�

+ e ij xx + ḧeij ) + eij xe ij x t ] +
1

h
2 E

D, D

a
2
ij [ ( eij+ 1 - eij ) ( eij+ 1t - e ij t )

+ ( ei+ 1, j - e ij ) ( ei+ 1 j t - eijt ) ] + E
5D , D

1
A R

a
2
R ( eP - eR ) ( ePt - eRt ) / h

2
dx

由式( 219)注意到 ( eijteijx ) x = eijtxeijx + eij teijx x ,由分部积分可得:

dE ( t )
dt

[ - A E
D

( e
2
ijt + a

2
ije

2
ijx ) + 2 E

D

a
2
ij ( eij teijxy z ) x= X- A t + 2AxQ

X- A t

0
E
D

( e
2
ijt

+ a
2
ije

2
ij x ) dx + 2Q

X- A t

0 E
D

a
2
ije

2
ij tr ijh

2
+

1
2

A y 1+
A

A miny E
D , D

ei+ 1 jt

+ a
2
ij

ei+ 1 j - eij

h

2

+
1
2

A z 1 +
A

A mini� � jE
D , D

e
2
ij + 1t + a

2
ij

e ij + 1- e ij

h
e

" " (i

2示 对 y

+ E
5D , D

a
2
R

AR
rRt ( eP - eR) dx i

F ( A x + A y + A z ) 1+
A

A min

e

Q
X- A t

0 E
D

( e
2
ij t + a

2
ij e

2
ijx ) + E

D , D

a
2
ij

ei+ 1j - eij

h

2

+ E
D , D

a
2
ij

eij+ 1- eij

h

2 i

dx + Q
X- A t

0 E
D

( e
2
ij t + a

4
ij r

2
ijh

4
) dx

+ Q
X- A t

0 E
5D, D

a
2
R

AR

eP - eR

h
�� � � �

2

+
a

2
R

AR
r
2
Rth

2
dx ( 2110)

取 C3 = 1+ ( A x + A y + A z ) 1 +
A

A min� � �0,则引理 1证毕# 

引理 2  设 0 [ t [ X / A , 则存在常数 C 4 > 0和 h 无 关,使得

E ( t ) [ C 4h
1- A

由 E (0) = 0及熟知的微分不等式并注意到 E
D

h
2 [ 2S E

5D, D

h [ 4d, S 为区域 Rx 的面积,

d 为直径即可证得# 

定理 1  设定解问题( 111) ~ ( 114)的解 �u ( x , y , z , t ) 在区域 8上关于y , z 有四阶连续偏

导数,区域的边界满足(211) ( 212) ,则在区域 Rx 上存在和h 无关的正常数C 5 > 0,使得

Q
X- A t

0
e
2
ij dx [ C5h

2- 2A  ( ( yi , z j ) I D ) ( 2111)

因此

QDQ[ uij - �u( x , ti , z j , t ) ]
2
dxdt y 0   ( h y 0) ( 2112)

证  由定理假定,存在正常数 �r 使得 | r ij ( x , t ) | [ �r ( ( yi , z j ) I D) # 固定 i ,记 P 1为网
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线 y = ih 下方边界结点, R 1( yi , z j 1) 为相邻的内结点,则有

eij = E
j- 1

k= j
1

( ei k+ 1 - e ik) +
1

A R
r R

1
h

2
-

1
A R

( eP
1
- eR

1
)Q

X- A t

0
e
2
ijdx

[ ( j - j 1+ 2)Q
X- A t

0
E
j- 1

k= j
1

eik+ 1- eik

h
d (

2

h
2
+

1

A
2
R
( eP

1
+ - eR

1
)
2
+

1

A
2
R
r
2
R

1
h

4
dx

[ ( j - j 1+ 2)
C1

A
2
m in

h
2- A

E ( t) + C
2
1�r ( X - At) h

4- 2A

� � � )

由引理 2即得式( 2111)成立# 

k 31 半离散问题的求解及适定性

作变换 s = Cij ( x ) = Q
x

0

dN
aij ( N)

# 由于 aij ( x ) > 0,因而逆变换X = C
- 1
ij ( s) 存在# 记 v ij =

v ij ( s, t ) = uij ( x , t ) , �aij ( s) = aij ( x ) , �Ukij ( s) = Ukij ( x ) ( k = 1, 2) , qij ( s) = a
c
ij ( x ) =

1
�aij ( s)

d�aij

ds
,

F ij ( s , t) = �a2
ij ( s) ḧu ij ( C

- 1
ij ( s) , t ) - qij ( s) v

c
ijs( s, t ) ,则半离散问题变换为求 v ij ( s, t ) 满足

v ijt t - v ij ss = F ij ( s, t )   ( s > 0, t > 0) (311)

v ij ( s , 0) = �U1ij ( s ) , v ij t ( s , 0) = �U2ij ( s)   ( s \ 0) (312)

v ij ( 0, t ) = f ij ( t )   ( t \ 0) (313)

vP( s, t ) = (1- AR ) vR ( s, t ) + E
K

i= 1

A Si�GSi ( s, t)   ( R I D, P I 5D) (314)

对方程沿特征线积分,利用初边值条件得

v ij ( s , t ) = 5ij ( s, t ) +
1
2Q

t

0
dSQ

s+ t- S

| s+ S- t |
F ij ( N, S) dN (315)

v
c
ijs( s , t ) = 5c

ij s( s , t ) +
1
2Q

t

0
F ij ( s + t - S, S)

- sgn( s + S- t ) F ij ( | s + S- t | , S] dS (316)

这里

5 ij ( s , t ) =

1
2 [ �U1 ij ( s + t ) + �U1ij ( s - t ) ] +

1
2Q

s+ t

s- t
�U2ij ( N) dN  ( s [ t )

1
2

[ �U1 ij ( s + t ) - �U1ij ( t - s ) ] +
1
2Q

s+ t

t- s
�U2( N) dN+ f ij ( t - s)   ( t [ s)�

设�t > 0为正常数,在区域 x I [ 0, + ] ) , t I [ 0, �t ] 上求解耦合方程组(315)、(316)
( � )  给初值 u

( 0)
ij ( x , t ) 满足初边值条件(214)、(215) ,并在边界结点上由式(216) 计算

u
( 0)
P ,在内结点上计算 F

( 0)
ij ( s , t ) , 0 [ x , s < + ] , 0 [ t [ �t # 

( � )  设 v
( k)
ij ( s, t ) , v

c
ijs( s , t) , F

( k )
ij ( s, t )已求得,将方程(315)、(316)右边F ij由 F

( k)
ij 代替计

算结果作为 v
( k+ 1)
ij ( s, t ) , v

c( k+ 1)
ijs ( s, t ) , 再计算 u

( k+ 1)
ij ( x , t ) = v

( k+ 1)
ij ( C ij ( x ) , t ) , ḧu

( k+ 1)
ij , 又得

F
( k+ 1)
ij ( s, t ) = �a ij ( s) ḧu

( k+ 1)
ij ( C

- 1
ij ( s) , t ) - qij ( s) v

( k+ 1)
ijs ( s, t ) , 0 [ x , s < + ] , 0 [ t [ �t # 

由此得到解的逼近叙列 u
( k)
ij ( x , t ) j� �) � ( k = 1, 2, ,)# 

定理 2  设 5 j ( s , t ) I C
2
( [ 0, + ] ) @ [ 0, �t ] ) , a ij ( x ) I C

1
( [ 0, + ] ) ) ,且均为有界函

数,则 u
( k)
ij ( x , t ) 在区域[ 0, + ] ) @ [ 0,�t ] 上一致收敛到问题(213) ~ (216) 的解 u

*
ij ( x ,
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t )# u
*
ij ( x , t ) I C

2
( [ 0, + ] ) @ [ 0, t ] ) 是存在的,唯一的,稳定的# 

证  直接验证知问题( 213) ~ ( 216)和积分方程( 315)、( 316)等价,因而只要证明积分方程

( 315)、( 316)存在唯一的解,且连续依赖于数据 5 ij ( s , t ) # 

注意到对任意 z I [ 0, + ] ) 有

1
2Q

t

0
Sn

dSQ
z+ t- S

| z+ S- t |
dN [ t

n+ 2

( n + 1) ( n + 2)

从而可选择初值 u
( 0)
ij ( x , t ) 使得 F

(0)
ij ( z , t ) , F

( 1)
ij ( z , t ) 均为有界# 

记 A = max
x I [ 0, + ] )

( y
i
, z

j
) I D

( | aij ( x ) | , | a
c
ij x ( x ) | ) , 5 = max

s I [ 0, + ] )
( y

i
, z

j
) I D

t I [ 0, �t]

( | 5( s , t ) | , | 5c
s( s , t ) | ) ,

M 0 = max
s I [ 0, + ] )

t I [ 0,�t]
( y

i
, z

j
) I D

( | F
( 0)
ij ( s , t ) | + | F

( 1)
ij ( s , t ) | ) 则可由归纳法证得如下不等式

| v
( n+ 1)
ij ( s , t ) - v

( n)
ij ( s , t ) | [ M 0M

n+ 1 t
n+ 1

( n + 1) !

| v
c( n+ 1)
ijs ( s, t ) - v

( n)
ijs ( s, t ) | [ M 0M

n- 1 t
n

n !

| F
( n+ 1)
ij ( s, t ) - F

( n)
ij ( s , t ) | [ M 0M

n- 1 t
n- 1

( n - 1) !

| v
( n)
ij ( s, t ) | [ 5 + M 0(1 + Mt + ,+ M

n
t
n
/ n !) [ 5 + M 0 e

Mt

| v
( n)
ijs ( s, t ) | [ 5 + M 0 e

Mt

( yi , z j ) I D , s I [ 0, + ] ) , 0 [ t [ �t ,其中 M =
8A

2

h
2 + A , 于是级数E

]

n = 1

| u
( n+ 1)
ij - u

( n)
ij

| = E
]

n = 1
| v

( n+ 1)
ij ( s, t ) - v

( n)
ij ( s, t ) | 当 0 [ t [ �t 时一致收敛,从而 u

( n)
j ( x , t ) 一致收敛到某

函数 u
*
ij ( x , t ) = v

*
ij ( s, t ) ,它是积分方程的解# 当 5ij ( s, t ) I C

2时 v
*
ij ( s, t ) 所有的二阶

导数满足类似的积分方程从而 u
*
ij ( x , t ) 满足方程(311) 及初边值条件( 312)、(313)# 唯一

性、稳定性同样可得到# 

在数值计算时必须在有限区域求解 u ij ( x , t ) ,为此假定 �x 适当大时Q
�x

0

dN
a ij ( N)

近似相等# 

定义区域 Rijx = ( x , t ) | x \ 0, 0 [ t [ �t ,Q
x

0

dN
a ij ( N)

+ t [ Q
�x

0

dN
aij ( N)

, Rij z = ( z , t ) | 0 [

z , 0 [ t [ �t , 0 [ z + t [ �z ij 其中�z ij = Cij ( �x ) ,因此区域 Rijx , ( Rijz ) 近似相同,在有界域 Rij z

中求解方程(315)、(316) ,对于函数 v ij+ 1, v ij- 1, v i+ 1 j , v i- 1j 在域 Rij z中的取值根据假定可由插值而

得到# 

在二维情形,我们给出如下算例:

11 u = sintexp[ 1- 012x - 0125y
2
] ,  a( x , y ) = 1/ 0146- 0125y

2

21 u = sintexp[ 1- 012x
2
- 0125y

2
] ,  a ( x , y ) = 1/ 016 - 0116x

2
- 0104y

2

31 u = cos t 3- x - y ,  a( x , y) = 2( 3 - x- y)

�x = 1, �t = 1, 0 [ y [ 1, h = 011,函数 C j ( x ) 及反函数 C
- 1
j ( s ) 用四阶龙格库塔法数值计算,

Rjz 上的二重积分用三角形网格剖分近似计算,记 ej 表示真解与数值解在域 Rjx 上的最大绝对

误差# 计算结果列于表 1 ~ 表 3 # 
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附  录  A

满足条件( 21 1)、( 21 2)的边界:

一、若区域 8 是凸多边形, 则 A = 0, (211)、(21 2) 满足# 

二、若区域 8 的边界5 8 是分段光滑的凸曲线, 且在水平 (铅直) 切线处存在一个圆与5 8 内切则条件

( 21 1)、( 21 2) 成立, A=
1
2

# 

分如下几种情况讨论:

( � )  设在边界5 8 上点 S 某邻域内,曲线5 8 可表示为 z = U( y ) , 且 C 1 [ | Uc( y ) | [ C2, 则 A= 0# 

设 P 为边界结点, R 为相邻内结点, 如图 1( a) ,若 P 和边界5 8 上点S 1相邻, 则用 S 1与 R 两点的函数值

作内插求 P 点函数值, 此时( 21 1)、( 21 2) 显然成立# ( A= 0) 如图1( b) ,若 P 之左边不和边界5 8 相邻则用点

P, R 上方边界5 8 上的点 S 1, S 2 和点 R 三点的函数值作内插求P 点函数值, 有

图  1

uP - uR = -
z S

1
- z S

2

z R - z S
2

( uR - uS
1
) +

z R - z S
1

z R - z S
2

( uS
1
- uS

2
) + o( h2) ( * )

A R =
z S

2
- z S

1

z S
2
- z R

[
z S

2
- z R

z S
2
- z R

= 1

A R =
1

1 +
z S

1
- z R

z S
2
- z S

1

=
1

1 +
z S

1
- z R

U
c
( N) h

\ 1

1+
1
C1

( � )  设在边界5 8 上某一段曲线可表示为 z = U( y ) ,且 Uc( y 0) = 0 如图 1(c) , 外曲线为圆,内曲线为

5 8 ,首先对边界结点作修改如图最高点下方第二条网线上位于5 8 内部的结点全部定义为边界结点, 用/ v0

表示这些点上的函数值均可用和下方相邻的内结点和上方边界上的点作内插, 此时 A = 0, (21 1)、( 21 2) 成立
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由圆的性质可以推出在 Q 点的切线斜率 k \ const h, 由曲线5 8 的凸性可知此时弧S1 S2 上的曲线斜率

Uc( y ) \ c h, 因而对于此图(b) 的边界结点 P 和内结点R 仍用 R , S 1, S 2 三点对 P 作内插此时式( * ) 仍成

立,这时

A R =
z S

2
- z S

1

z S
2
- z S

1
+ z S

1
- z R

=
Uc( N) h

Uc( N) h + z S
1
- z P

\ Uc( N) h
Uc( N) h + h

=
1

1 +
1

Uc(N)

\ C h

C h + 1
\ C

1 + C
h

1
2   ( h < 1)

( � )  铅直切线的边界可类似讨论# 
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The Semi_Discrete Method for Solving

High_Dimension Wave Equation
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Abstract

The article gives a semi_discrete method for solving high_dimension wave equation. By using

the method, high_dimension wave equation is converted by means of discretization into 1_D wave e-

quation system which is well_posed. The convergence of the semi_discrete method is given. The nu-

merical calculating results show that the speed of convergence is high.
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