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摘   要

本文基于定常离散 LQ 控制问题的动力学方程、价值泛函及系统的约束方程, 根据极大值原

理, 给出了线性等式约束系统下的广义 Riccati方程,进而对上述方程进行了深入的探讨, 并给出了

相应的数值例题# 

关键词  约束方程  广义 Riccati代数方程  线性二次控制

中图分类号  O232

k 11 引   言

计算结构力学与最优控制之间的模拟理论,是基于结构力学中的串连式子结构理论与最优控

制中的线性二次( LQ)控制问题而建立的[ 1]# 基于上述理论在处理控制问题时,已显示出了结构力

学方法的有效性,但目前的工作大多限于系统无约束的情况
[ 2, 3]

, 对于系统受约束的情况讨论得甚

少# 文献[ 4]曾对于线性二次控制问题,基于广义变分原理,给出了系统解存在的条件,为受约束控

制系统的求解从理论上提供了依据# 文献[ 5]借助于结构力学中的子结构消元法和混合能概念,对

线性约束线性二次控制问题进行了求解,本文则基于定常离散 LQ 控制问题的动力学方程、价值泛

函和约束方程,根据极大值原理,给出系统的广义 Riccati方程, 并证明本文的结果与文献[ 5]中的

结果是一致的# 

k 21 基 本方 程

定常离散 LQ控制问题的动力学方程及相应的价值泛函分别为

    x k+ 1 = 5x k + #uk ,   x 0 = 给定向量 (211)

      J =
1
2
x
T
f S fx f +

1
2 E

k
f
- 1

k= 0
( x

T
kQx k + u

T
kRuk) (212)

其中, x k I R
n 为状态向量; uk I R

m 为控制向量; k 为离散的时间步; 5 I R
n @ n

; # I R
n @ m

; R I
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R
m @ m为对称正定阵; Q I R

n @ n为对称非负阵# 

设线性约束方程为

      C ( x k , uk) = Cxx k + Cuuk = 0 (2. 3)

价值泛函分别对方程( 211)和( 213)引入 Lagrange 乘子向量 Kk+ 1和 Ck , 并根据驻值原理求出 uk

后,可进一步得到

      x k+ 1 = 5x k - GKk+ 1- C
T
KCk (214)

      Kk = Qx k + 5
T
Kk+ 1+ C

T
xCk (215)

      Cxx k - CKKk+ 1- CCCk = 0 (216)
其中,    G= #R - 1 #T , CK= CuR

- 1 #T , CC= CuR
- 1

C
T
u

k 31 广义 Riccati代数方程的建立

由式( 216)可得
      Ck = C

- 1
C ( Cxx k - CKKk+ 1) (311)

代入式( 214)和( 215) ,得
      x k+ 1 = ( 5 - C

T
KC

- 1
C CK) x k - ( G - C

T
KC

- 1
CCK) Kk+ 1 (312)

      Kk = ( Q + C
T
xC

- 1
CCx ) x k + ( 5 - C

T
KC

- 1
C CK) Kk+ 1 (313)

进一步可表示为

      x k+ 1 = 5ex k - GeKk+ 1 (314)

      Kk = Q ex k + 5
T
eKk+ 1 (315)

其中,    Q e= Q + C
T
xC

- 1
C Cx , G e= G- C

T
KC

- 1
C CK, 5e= 5 - C

T
KC

- 1
C CK

方程( 314)和( 315)与无约束 LQ 控制问题的对偶方程在形式上相同,只是这时用 Q e, Ge 和 5e

分别代替了Q, G 和 5# 

由于是定常系统,有关系式 Kk = Sx k , S 为解,于是可得:

      x k+ 1 = ( I + GeS ) 5ex k (316)
      Kk = ( S

- 1
+ G e)

- 1 5ex k (317)

而关于 S 的 Riccat i代数方程,由一般线性二次控制理论, 得
[ 6, 7]

      Q e - S + 5
T
e ( S

- 1
+ Ge )

- 1
5e = 0 (318)

这就是线性等式约束系统下的 Riccat i代数方程,称为广义 Riccat i代数方程# 
以上是对于关系式 K= Sx 建立的 Riccat i方程,为时间正向的# 对于逆向时间的关系式 x k=

- TKk , 同样可得关于 T 的广义 Riccati代数方程,为

      G e- T + 5e ( T
- 1

+ Qe )
- 1 5Te = 0 (319)

k 41 广义 Riccati代数方程的进一步讨论

上节我们得到了关于 S 和T 的二个广义 Riccati方程( 318)和( 319) ,在文献[ 5]中, 利用结构

力学中的子结构概念和混合能算式,曾得到另一形式的 Riccat i方程, 为

    

Q - S + 5
T
( S

- 1
+ G )

- 1
5 + C

T
1 D

- 1
1 C 1 = 0

D1 = CC- CK( S
- 1

+ G )
- 1

C
T
K

C1 = Cx - CK( S
- 1

+ G )
- 1 5 s

(411)
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和

    

G - T + 5( T
- 1

+ Q )
- 1
5
T
- C

T
2 D

- 1
2 C2 = 0

D2 = CC+ Cx ( T
- 1

+ Q )
- 1

C
T
x

C2 = CK+ Cx ( T
- 1

+ Q )
- 1 5T+

(412)

本节将证明方程( 318)及( 319)和方程( 411)及( 412)是一致的# 为此,先给出下列矩阵求逆引理# 

引理  设 A , B , C, D 为有适当尺度的矩阵或向量,则存在

    ( A
- 1

+ B - C
T
D

- 1
C)

- 1
= ( A

- 1
+ B)

- 1
- ( A

- 1
+ B )

- 1
C

T
[ C( A

- 1

+ B )
- 1

C
T
- D]

- 1
( A

- 1
+ B)

- 1

在下面的证明中,用到关于 D 1, C1, D 2, C2 的关系式,并利用了上述引理# 
方程( 318)成为

  Q - S + C
T
xC

- 1
CCx + ( 5 - C

T
KC

- 1
CCx )

T
( S

- 1
+ G - C

T
KC

- 1
CCK)

- 1
( 5 - C

T
KC

- 1
C Cx )

= Q - S + C
T
xC

- 1
C Cx + 5T

( S
- 1

+ G )
- 1 5 - C

T
xC

- 1
C ( Cx - C1) - ( Cx - C 1)

T
C

- 1
C Cx

+ C
T
xC

- 1
C ( CC- D1) C

- 1
CCx + ( Cx - C1)

T
D

- 1
1 ( Cx - C1) + C

T
xC

- 1
C ( CC- D1) D

- 1
1 ( Cx

- C 1) - ( Cx - C1)
T
D

- 1
1 ( CC- D 1) C

- 1
C Cx + C

T
xC

- 1
C ( CC- D1) D

- 1
1 ( CC- D1) C

- 1
C Cx

= Q - S + C
T
1 D

- 1
1 C 1+ 5T

( S
- 1

+ G ) 5 = 0 (413)
推导中有许多项可相互抵消, 这就证明了方程( 318)和方程( 411)是一致的# 

现讨论方程( 319) ,其可写为
  G - T - C

T
KC

- 1
C CK+ ( 5 - C

T
KC

- 1
CCx ) ( T

- 1
+ Q + C

T
xC

- 1
C Cx)

- 1
( 5 - C

T
KC

- 1
CCx )

T
= 0 (414)

利用上述引理

    G - T - C
T
KC

- 1
C CK+ ( 5 - C

T
KC

- 1
CCx ) ( T

- 1
+ Q)

- 1
- ( T

- 1
+ Q )

- 1
C

T
x

      # [ Cx ( T
- 1

+ Q)
- 1

Cx + C
- 1
C ]

- 1
Cx ( T

- 1
+ Q )

-1 1
( 5 - C

T
KC

- 1
C Cx )

T

     = 0 (415)
进一步可得

    G - T + 5( T - 1
+ Q )

- 1 5T
- C

T
KD

- 1
2 CK- ( C2 - CK)

T
D

- 1
2 CK

- C
T
KD

- 1
2 ( C2 - CK) - ( C2 - CK)

T
D

- 1
2 ( C 2- CK)

     = G - T + 5( T - 1
+ Q)

- 1 5T
- C

T
2 D

- 1
2 C 2

     = 0 (416)
这同样证明了方程( 319)和方程( 412)是一致的# 

k 51 例   题

已知 n = 4, m= 3

    Q =

1. 0

010
010

010

,  5 =

0. 5 110 010 010
010 010 110 010
010 010 010 110
010 010 010 010

*2

   R =

110
110

110
,  # =

010 010 010
010 010 010
010 010 010
010 010 210
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      Cx =
015 210 010 010
010 410 210 110� � �

,  Cu =
010 015 012
410 010 018

(

先确定 Q e, Ge 和 5e ,为

      Q e =

 118667 314000 - 010333 - 010167
 314000 1513004  013500  011750
- 010333 013500  112416  011208
- 010167 011750  011208  110604

� � � �

    G e =

010000 010000 010000 010000
010000 010000 010000 010000
010000 010000 010000 010000
010000 010000 010000 313334

    5e =

015000 110000 010000  010000
010000 010000 110000  010000
010000 010000 010000  110000
010000 010000 010000 - 016666

C

这样便可求得

      S =

116461 112921 215526 111025
112921 215842 511052 212050
215526 511052 2210274 610687
111025 212050 610687 2110064

    T =

 010706 - 010775 - 010438 - 011826
- 010775  112290 - 111378 - 011051
- 010438 - 111378  311703 - 012206
- 011826 - 011051 - 012206  318757

�� �

而 Cu= Cx = 0时

      S =

113289 016578 013157 011313
016578 113157 016313 012626
013157 016313 112626 015252
011313 012626 015252 110505

C

    T =

412019 010000 010000 010000
010000 410000 010000 010000
010000 010000 410000 010000
010000 010000 010000 410000

通过大量计算, 我们发现,存在约束时, S 阵比无约束时增加, 而 T 则减小# 上述规律也可从

理论上给予证明# 

k 61 结  束  语

本文基于定常离散 LQ 控制问题,给出了一套处理受约束线性控制系统的简便方法,它为处理

连续时间系统、非定常系统、非线性系统等受约束时的情况,打下了基础;同时为研究无约束系统问
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题,提供了一定的依据# 
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The Solution for the Generalized Riccati Algebraic

Equations of Linear Equality Constraint System

Deng Zichen

( Nor t hw est ern Poly techn ica l Un iver sit y , Xi . an 710072, P . R . China )

Zhong Wanxie

( Da lian Univ er sit y of Technology , Da lian 116023, P . R . China )

Abstract

Based on the dynamic equation, the performance functional and the system constraint equation

of time_invariant discrete LQ control problem, the generalized Riccati equations of linear equality

constraint system are obtained according to the minimum principle, then a deep discussion about the

above equations is given, and finally the numerical example is shown in this paper.

Key words  constraint equation, generalized Riccati algebraic equation, linear quadratic control
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