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摘   要

本文叙述了分形曲面的生成原理,给出了分形插值曲面的计算公式, 证明了分形插值曲面迭

代函数系唯一性定理, 导出了分形插值曲面的维数定理, 并应用实际数据进行了分形插值曲面的

实例研究# 

关键词  分形几何  高维分形  分形插值曲面  分形维数

中图分类号  O18

k 11 前   言

分形插值是美国数学家 M. F. Barnsley 于 1986 年首先提出的# 它给出了拟合数据的一种新

思想,不仅为函数逼近论开辟了崭新的研究领域, 而且为计算机图形学提供了有力的工具# 目前已

充分显示出其强大的生命力# 

从传统的欧氏几何、三角学及微积分教程中, 我们已经学会了如何用直线、多项式函数、曲面样

条函数等来建立现实生活中各种实物的模型;因此对于欧氏空间中的曲线和曲面的插值,我们已经

有了一套成熟的理论和方法# 对于分形几何而言,许多文献
[ 1] ~ [ 4]

已经对分形插值曲线作了详细

的讨论# 

然而, 分形曲面在自然界是大量存在的, 如山脉、地形、岩石、云团、材料断口表面形态等,

都是分形曲面的实例# 在有关文献[ 4] ~ [ 9]中可以见到分形曲面的随机生成方法的研究# 分形曲面

的随机生成, 可以给出在三维欧氏空间中优美的景观和非常逼真的景物# 这为分形物体的直观描

述和图形再现提供了有力的工具# 但是, 这种随机分形曲面的生成方法, 不能产生通过已知点的

分形曲面# 因此, 用随机方法生成的分形曲面通常不能满足实际研究工作的需要# 在实际工作

中, 往往已知分形曲面上的部分信息(例如, 材料断口的某条迹线、断面上的某些特征) , 需要通

过这些部分信息和特征, 拟合出分形曲面的整体形态, 从而对分形体的整体进行研究# 这就需要

用到分形插值曲面的理论和方法# 本文着重介绍分形插值曲面的原理、数学模型及插值方法# 我

们导出了分形插值曲面的计算公式, 证明了分形插值曲面迭代函数系唯一性定理和分形插值曲面

的维数定理, 并应用实际数据进行了分形插值曲面的实例研究# 从而为更好地研究材料断口形

貌、地貌形态的分形特征提供了直观分析依据# 
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k 21 分形曲面的生成

211  Koch分形曲面

图 1 Koch分形曲面

文献[ 6]给出 Koch 分形曲面的构造方法: 将 Koch

曲线沿着重直于 Koch 曲线所在平面的方向,平行移动

一段距离 l 0, 得到一个非规整曲面, 称这样的曲面为

Koch 分形曲面( 见图 1) # 

为了测量该曲面的面积, 我们用边长( 码尺) 为 D

的小正方形来覆盖 Koch 分形曲面, 其面积为 D2# 于

是,共需

N ( D) =
l 0
D

@ 1

DD
(211)

图 2  布朗分形曲面

个小片来覆盖 Koch 分形曲面# 式中 D= lg4/ lg3 是 Koch

曲线的分形维数# ( 211) 式中的第一个因子是沿 l 0 方向

边长为 D的小正方形的个数,第二个因子表示覆盖 Koch

曲线所用长为 D的小区间的个数# 令 �D 为 Koch 曲面的

分形维数,根据 B. B. M andelbrot 理论
[ 7]

,则

�D = 1+ D = 212618 (212)
212  面朗分形曲面的生成

对于 0< H < 1, 我们定义一个指数为 H 的布朗分形

函数ZH ( x , y ) ,它是 R
2 yR 上的随机函数,若满足:

图 3 随机网格分形曲面的生成

( 1) P ZH (0, 0) = 0通常 = 1, 且 ZH ( x , y ) 是( x , y ) 的

连续函数;

( 2) 对于( x , y ) , ( $x , $y ) I R
2, 若增量 $ZH ( $x ,

$y )= ZH ( x + $x , y + $y ) - ZH ( x , y )服从均值为 0,方

差为| $x
2
+ $y

2
|
H
的正态分布,即:

$ZH ($x , $y ) ~ N ( 0, | $x 2
+ $y 2

|
H
)

则称 ZH ( x , y )Bx , y I R
2研究
是指数为 H 的布朗分形函数

# 

图2为用计算机绘制的布朗分形曲面[ 6]# 由图中可看

出,分数布朗运动( FBM )的轨迹实际上与山脉十分相似,

故可用 FBM 的轨迹来产生分形地貌# 而分形地貌高度

的变化,在估计山的高度时是一个重要的依据# 

213  二维随机网格分形曲面的构造

文献[4]给出了二维随机网络分形曲面的生成的方法# 

此法用四边形(矩形)作为分形曲面生成元# 通过对给出的

角点数据进行线性插值, 同时加上随机扰动, 从而求出

各边中点及面中心处的位移量# 再对该四边形域进行分
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割, 并重复以上过程# 

其算法步骤如下[ 4] (见图 3) :

( 1) 在矩形域的四个角点上,给出各点的初始值(高度) ;

( 2) 用线性插值公式,求出各边中点处位移量(高度值) ;

( 3) 在各中点的位移量上,叠加一随机扰动值,该扰动量沿铅垂方向(向上为正, 向下为负) ,求

出各点的位移量;

( 4) 再用线性插值法,求出矩形域面心处的位移量,即得该面中心的标高值# 

用对分的方法将该矩形域一分为四,重复以上( 1) ~ ( 4)的过程, 得到每个小的四边形域( 矩形)

的各边中点及面心处的位移量(标高值) ,即为 1 级递归# 2 级, 3 级, ,, n 级递归过程及计算方法

与上类似# 

k 31 分形插值曲面的建立

311  分形插值曲面原理

文献[ 9]已经讨论了分形插值曲面的方法,本节详细推导并给出其结论# 

令 I = [ a, b] , J = [ c, d ] ;设 D = I @ J = ( x , y ) : a [ x [ b, c [ y [ dD! ! o ch, 以 $x , $y 为

步长,将 D 剖分为网格:

a = x 0 < x 1 < ,< xN = b

c = y 0 < y 1 < ,< yM = d ) ,
(311)

给定一组网格点上的数据 ( x n , ym , z n, m ) , n = 0, 1, 2, ,, N , m = 0, 1, 2, ,, M # 欲构造的插

值函数 f : D y R , 且满足: f ( x n , ym) = z n , m , n = 0, 1, 2, ,, N , m = 0, 1, 2, ,, M # 

我们在区域 K = D @ [ h 1, h2] (- ] < h1 < h2 < + ] ) 上进行讨论# 对( c1, d1, e1) , ( c2,

d 2, e2) I K , 取 d ( ( c1, d 1, e1) , ( c2, d 2, e2) ) = max | c1- c2 | , | d1 - d 2 | , | e1- e2 |" " ! # 

记 In = [ xn- 1, x n] , Jm = [ ym- 1, ym ] , Dn, m = I n @ Jm , n I 1, 2, ,, N� ��, m I 1, 2, ,, M
# # 2 1

# 

又令 <n : I y I n , Wm : J y Jm 为压缩变换,而且满足:

<n( x 0) = x n- 1, <n( xN ) = x n

Wm ( y 0) = ym- 1, Wm( yM ) = ym

| <n ( c1) - <n ( c2) | < k1 | c1 - c2 |

| Wm ( d1) - Wm( d 2) | < k2 | d1 - d 2 |C

(312)

其中     c1, c2 I I ,  d1, d 2 I J ,  0 [ k 1 < 1,  0 [ k 2 < 1

假定 L n, m : D y R
2 是压缩变换: L n, m( x , y ) = ( <n ( x ) , Wm( y ) ) , Fn , m : D y [ h 1, h2] 是连续

的,且满足 :

Fn, m( x 0, y 0, z 0, 0) = z n- 1, m- 1

Fn, m( xN , y 0, z N , 0) = z n , m- 1

Fn, m( x 0, yM , z 0, M ) = z n- 1, m

Fn, m( xN , yM , zN , M ) = z n, m )

(313)

对任意的 ( x 1, y 1; x 2, y 2) I D ; z 1, z 2 I [ h 1, h2] ,有

| Fn, m ( x 1, y 1, z 1) - Fn, m( x 2, y 2, z 2) | [ k 3 | z 1- z 2 |
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n I 1, 2, ,, N]

� � ( 见

, m I 1, 2, ,, M ) ;

� � ( 2 )

, 0 [ k 3 < 1 ( 314)
312  分形插值曲面迭代公式

令 <n( x ) = anx + bn ,由条件(312) 第一式有 anx 0 + bn = x n- 1, anxN + bn = x n 于是得到

an = ( x n- x n- 1) / ( xN - x 0) , bn = ( x n- 1 xN - x nx 0) / ( xN - x 0) (315)

_  <n( x ) = x n- 1 +
x n - x n- 1

xN - x 0
( x - x 0) ,   n I 1, 2, ,, N  (316)

令  Wm( y ) = cmy + d m ,同理由条件(312) 第二式有

cm = ( ym - ym- 1) / ( yM - y 0) , dm = ( ym- 1yM - ymy 0) / ( yM - y 0) (317)

Wm ( y ) = ym- 1+
ym - ym- 1

yM - y 0
( y - y 0) ,   m I 1, 2, ,, M (318)

令

Fn, m( x , y , z ) = en, mx + f n, my + gn, mxy + An, mz + k n, m

n I 1, 2, ,, N, , m I 1, 2, ,, M (319)
由条件( 313)式有

z n- 1, m- 1 = en, mx 0+ f n, my 0+ gn, mx 0y 0+ An, mz 0, 0+ kn, m

z n, m- 1 = en, mxN + f n, my 0 + gn, mxNy 0+ An, mzN , 0+ kn, m

z n- 1, m = en, mx 0 + f n, myM + gn, mx 0 yM + An, mz 0, M + kn, m

z n, m = en, mxN + f n, myM + gn, mxNyM + An, mz N , M + kn, m

令 An, m ( n I 1, 2, ,, N (, m I 1, 2, ,, M

� � : D

) 为自由参数, 且满足0 [ An, m < 1,称为垂直

比例因 #子 借助于插值数据和 An, m ,解此联列方程组得 :

gn, m =
z n- 1, m- 1 - z n- 1, m - z n, m- 1+ z n, m - An, m( z 0, 0- z N , 0- z 0, M + z N , M )

x 0y 0 - xNy 0 - x 0yM + xNyM

en, m =
z n- 1, m- 1- z n, m- 1- An, m ( z 0, 0- zN , 0) - gn, m( x 0 y 0- xNy 0)

x 0- xN

f n , m =
z n- 1, m- 1- z n- 1, m - An, m ( z 0, 0 - z 0, M ) - gn, m( x 0 y 0- x 0 yM )

y 0- yM

k n, m = z n, m - en- 1, mxN - f n, myM - An, mz N , M - gn, mxNyM

n I 1, 2, ,, N , m I 1, 2, ,, M

5

( 3110)

现在我们定义一个新的函数 G n, m( x , y , z ) :

Gn, m( x , y , z ) =

015( F n, m( x , y , z ) + Fn+ 1, m( x 0, y , z ) )

当 x = xN ; n = 1, 2, ,, N - 1; m = 1, 2, ,, M

015( F n, m( x , y , z ) + Fn, m+ 1( x , y 0, z ) )

当 y = yM ; n = 1, 2, ,, N ; m = 1, 2, ,, M - 1

F n, m( x , y , z )   其它 ((

n I 1, 2, ,, N  

� �可 证 理

, m I 1, 2, ,, M上一    ( 3111)
在区域 K 上我们定义迭代函数系( IFS) Wn, m( x , y , z ) :

W n, m( x , y , z ) = ( <n ( x ) , Wm( y ) , Gn , m( x , y , z ) )

( n = 1, 2, ,, N , m = 1, 2, ,, m )       ( 3112)
下面我们证明对于这样定义的 IFS, 存在唯一的吸引子 G

G = ( x , y , f ( x , y ) ) : ( x , y ) I D ( 3113)
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它是连续函数 f 的图象,满足:

f ( x n , ym ) = z n, m ;   ( n = 0, 1,, N , m = 0, 1, ,, M ) ( 3114)

k 41 分形插值曲面存在唯一性定理

定理 1  设 N , M 为大于 1 的正整数, R
3
; W n, m , n = 0, 1, ,, N , m = 0, 1, ,,n M" " � x 表示上

述定义的关于数据集 ( x n , ym , z n, m ) , n = 0, 1, 2, ,, N , m = 0, 1, 2, ,,b M  � n 上的 IFS# 设 An, m

为垂直比例因子,且 0 [ An, m < 1# 对于 n = 0, 1, ,, N , m = 0, 1, ,, M ,在 R
3 上存在度量 Q,

等价于欧氏空间中的度量,使得这个 IFS 关于 Q是压缩映射 # 特别地, 存在唯一的非空紧集 G <

R
3 使得 G = G

N

n= 1
G
M

m= 1
w n, m ( G )# 

证明  定义 R
3 上的度量 Q为:

Q( ( x 1, y 1, z 1) , ( x 2, y 2, z 2) ) = | x 1- x 2 | + | y 1 - y 2 | + H| z 1- z 2 |

H为正实数(在下面的证明过程中给出) ,它等价于 R
3 上的欧氏度量# 对于

W n, m( x , y , z ) = ( <n ( x ) , Wm( y ) , Gn , m( x , y , z ) )

( n = 0, 1, ,, N ; m = 0, 1, ,, M )

其中     <n ( x ) = anx + bn , Wm ( y ) = cmy + dm

Gn, m( x , y , z ) 由公式( 3111)定义# 

为了简便起见, 我们仅就公式( 3111)中的/ 其它0情况进行证明# 对于另外两种情形,用类似的

方法可以得到相同的结果# 

Q( Wn, m( x 1, y 1, z 1) , W n, m ( x 2, y 2, z 2) )

= Q( ( <n ( x 1) , Wm( y 1) , G n, m ( x 1, y 1, z 1) ) , ( <n ( x 2) , Wm( y 2) , G n, m ( x 2, y 2, z 2) ) )

= Q( ( <n ( x 1) , Wm( y 1) , Fn, m ( x 1, y 1, z 1) ) , ( <n ( x 2) , Wm( y 2) , Fn, m ( x 2, y 2, z 2) ) )

= Q( ( anx 1+ bn , cmy 1+ dm , en, mx 1+ f n, my 1+ gn, mx 1y 1+ An, mz 1+ kn, m ) , ( anx 2+ bn, cmy 2

+ dm , en, mx 2 + f n, my 2+ gn, mx 2y 2+ An, mz 2+ kn, m ) )

= | an | | x 1 - x 2 | + | cm | | y 1 - y 2 | + H| en, m ( x 1 - x 2) + f n, m ( y 1- y 2)

+ gn, m( x 1y 1- x 2y 2) + An, m( z 1 - z 2) |

[ ( | an | + H| en, m | ) | x 1 - x 2 | + ( | cm | + H| f n, m | ) | y 1 - y 2 |

+ H| gn, m | | x 1( y 1 - y 2) + y 2( x 1- x 2) | + H| An, m | | z 1 - z 2 |

[ ( | an | + H( | en, m | + | gn, myM | ) ) | x 1 - x 2 | + ( | cm | + H( | f n, m |

+ | gn , mxN | ) ) | y 1- y 2 | + H| An, m | | z 1 - z 2 |

注意到 | an | = | x n - x n- 1 | / | xN - x 0 | < 1 和 | cm | = | ym - ym- 1 | / | yM - y 0 | < 1# 由于

N \ 2 和 M \ 2,取

H= min H1, H2 (

其中 H1 =
min

1 [ n [ N
1 - | an |!� �,

max
1 [ n [ N , 1 [ m [ M

2( | en, m | + | gn, myM | )

n

, H2 =
min

1 [ m [ M
1 - | cm |! �! �

max
1 [ n [ N , 1 [ m [ M

2( | f n, m | + | gn, mxN | )K# #定义 们

令

a =
1
2 +

max
1 [ n [ N , 1 [ m [ M

| an | , | cm( |� �, )

2 < 1,   ^ | an | < 1, | cm | < 1  
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(1 [ n [ N , 1 [ m [ M )

D= max
1 [ n [ N , 1 [ m [ M

| An, m | ,< 1, A= max a , D一 性< 1

故有:

Q( Wn, m( x 1, y 1, z 1) , W n, m ( x 2, y 2, z 2) )

[ a | x 1- x 2 | + a | y 1- y 2 | + HD| z 1- z 2 |

[ A( | x 1 - x 2 | + | y 1- y 2 | + H| z 1- z 2 | )

= AQ( ( x 1, y 1, z 1) , ( x 2, y 2, z 2) )

所以 Wn, m( x , y , z ) ( n = 0, 1, ,, N , m = 0, 1, ,, M ) 是压缩映# 

由于 Wn, m( x , y , z ) 是压缩映,根据迭代函数系理论[ 2]
,则存在唯一的非空集合 G < R

3 使得

G = G
N

n= 1
G
M

m= 1
w n, m( G )# 证毕 # 

定理 2  在定理 1 的条件下 G 是插值于数据集 ( x n , ym , z n, m ) , n = 0, 1, 2, ,, N , m = 0,

1, 2, ,, M �的连续函数f : [ x 0, xN ] @ [ y 0, yM ] y R 的图象,即

G = ( x , y , f ( x , y ) ) ; ( x , y ) I [ x 0, xN ] @ [ y 0, yM ]

� � y

证明  设 F 是使 f ( x 0, y 0)= z 0, 0, f ( x 0, yM ) = z 0, M , f ( xN , y 0) = zN , 0, f ( xN , yM ) = ZN , M

的连续函数f : [ x 0, xN ] @ [ y 0, yM ] y R 的集合,定义 F 上的度量 Q为:

Q( f , g ) = max | f ( x , y ) - g( x , y ) | (, ( x , y ) I [ x 0, xN ] @ [ y 0, yM ]

对所有的 f , g I F 成立,易见( F, Q)是一个完备的度量空间# 

首先构造度量空间( F, Q)上的一个压缩映射 T : F y F,然后证明 T 在F 中的唯一的不动点即

为所求的连续函数# 

令实数 an , bn, cm , d m , en, m , f n, m , gn, m和 kn, m分别由公式(315)、(317)和( 3110)所定义,在度

量空间( F, Q)上定义映射 T : F yF 为:

( T f ) ( x , y ) = en, m<
- 1
n ( x ) + f n, mW

- 1
m ( y ) + gn, m<

- 1
n ( x ) W

- 1
m ( y )

+ An, mz + k n, m ,   P( x , y ) I [ x 0, xN ] @ [ y 0, yM ]

由公式( 316)、( 318) 可见 <n ( x ) : [ x 0, xN ] y [ x n- 1, x n] , Wm( y ) : [ y 0, yM ] y [ ym- 1, ym ] 是可逆变

换# 

( Ñ) T 将F映成自己

令 f I F,则( T f ) ( x , y )满足端点条件,事实上

( T f ) ( x 0, y 0) = e1, 1 <
- 1
1 ( x 0) + f 1, 1 W

- 1
1 ( y 0) + g1, 1<

- 1
1 ( x 0) W

- 1
1 ( y 0)

+ A1, 1f ( <
- 1
1 ( x 0) , W

- 1
1 ( y 0) ) + k 1, 1

= e1, 1 x 0+ f 1, 1 y 0+ g 1, 1 x 0 y 0+ A1, 1f ( x 0, y 0) + k 1, 1

= e1, 1 x 0+ f 1, 1 y 0+ g 1, 1 x 0 y 0+ A1, 1 z 0, 0+ k1, 1

= z 0, 0

同理可证: ( T f ) ( x 0, yM ) = z 0, M , ( Tf ) ( xN , y 0) = z N , 0, ( T f ) ( xN , yM ) = z N , M ,及( Tf ) ( x , y ) 在

区域[ x n- 1, x n ] @ [ ym- 1, ym ] 上连续, 亦即在点( x n, ym ) ( n = 1, 2, ,, N , m = 1, 2, ,, M ) 上

( Tf ) ( x , y ) 连续 # 故 T 将F 映为F# 

( Ò) T 为F yF的压缩映射

令 f , g I F , ( x , y ) I [ x n - 1, x n] @ [ ym- 1, ym ]  ( n = 1, 2, ,, N , m = 1, 2, ,, M )# 那么

Q( Tf , Tg) = | ( T f ) ( x , y ) - ( Tg ) ( x , y ) |

= | An , m | | f ( <
- 1
n ( x ) , W

- 1
m ( y ) ) - g ( <- 1

n ( x ) , W
- 1
m ( y ) ) |
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[ | An , m | Q( f , g )

令    D= max
1 [ n [ N , 1 [ m [ M

| An, m | <� �, A< 1, 则有 Q( T f , Tg ) [ DQ( f , g )

故 T 为F yF 的压缩映射, 由压缩映射原理知 T 在F 中有唯一的不动点,即存在 f I F 使

( Tf ) ( x , y ) = f ( x , y ) 对一切( x , y ) I [ x 0, xN ] @ [ y 0, yM ]

再证若 f I F,则 Tf 是一关于数据集 ( xn , ym , z n, m); n= 0, 1,2, ,, N, m= 0,1, 2, ,, M- 的插

值函数# 

Pn I 1, 2, ,, N z� �� 1, m I 1, 2, ,, M z

� � 2

,有

( Tf ) ( x n- 1, ym- 1) = en, m<
- 1
n ( x n- 1) + f n, mW

- 1
m ( ym- 1)

+ gn, m<
- 1
n ( x n- 1) W

- 1
m ( ym- 1) + An , mf ( <

- 1
n ( x n- 1) , W

- 1
m ( ym- 1) ) + k n, m

= en, mx 0+ f n, my 0+ gn, mx 0y 0+ An, mf ( x 0, y 0) + kn, m

= en, mx 0+ f n, my 0+ gn, mx 0y 0+ An, mz 0, 0 + kn, m = z n- 1, m- 1

故 f 是数据集 ( x n , ym , z n, m ) ; n = 0, 1, 2, ,, N , m = 0, 1, 2, ,, M]� �(R 上的插值函数 # 

最后,令 �G 为f 的图象, 注意到定义 T 的公式可以改写成:

( Tf ) ( anx + bn, cmy + dm ) = en, mx + f n, my + gn, mxy + An, mf ( x , y ) + kn, m ,

( x , y ) I [ x 0, xN ] @ [ y 0, yM ] , n I 1, 2, ,, N

� � e

, m I 1, 2, ,, M
故有

w n, m

 x

 y

f ( x , y ) 义,�

=

       anx + bn

       cmy + d m

en, mx + f n , my + gn, mxy + An, mf ( x , y ) + kn ,m m  � (

=

   anx + bn

   cmy + dm

( Tf ) ( anx + bn , cmy + dm )

� �) x

=

  anx + bn

  cmy + d m

f ( anx + bn , cmy + dm ) ]" " 逆 变

当 ( x , y ) 在[ x 0, xN ] @ [ y 0, yM ] 上变动时,此方程的右端便产生 f ( x , y )的图象在[ x 0, xN ] @ [ y 0,

yM ] 上的部分 # 这就意味着

�G = G
N

n= 1
G
M

m= 1
w n, m( �G )

由于 �G 是R
3 上的非空子集,由定理 1, 存在唯一的非空紧集 G , 即上述 IFS 的吸引子,且满足 �G =

G# 即 G 是插值函数f 的图象

G = ( x , y , f ( x , y ) ) ; ( x , y ) I [ x 0, xN ] @ [ y 0, yM ] 证毕

定义 1  函数 f ( x , y ) 的图象若是上述定理 1及定理 2 所描述的吸引子,则称 f ( x , y ) 为数据

集 ( x n, ym , z n, m) ; n = 0, 1, 2, ,, N , m = 0, 1, 2, ,, M
� �(g

上的分形曲面插值函数# 

k 51 分形插值曲面的维数定理

引理 1[ 8]  令 S 1 和 S 2 分别属于 E 1 和 E 2 空间, S表示E 空间中的集合, E = E 1 @ E 2,且 S 为

S 1 和 S 2 的直积(如果 E 1, E 2 都是一维的欧氏空间, S则由平面上的点集( x , y ) 组成, x I S 1, y I

S 2) 如果 S 1 与 S 2 相互独立,那么 S 的维数是S 1 和 S 2 维数的和,即:

D ( S ) = D ( S 1) + D( S 2) (511)
例如用 S 1 表示Koch曲线的集合,其维数为D ( S 1) = 112618# S 2表示一维欧氏空间中长度为
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l 的直线段,它的维数为 D( S 2) = 1,于是可得Koch曲面的维数D = D( S 1) + D( S 2) = 1+ 112618
= 212618# 

由 Koch 曲面的产生:沿着垂直于 Koch 曲线所在平面的方向, 且沿着长为 l 的直线段进行平

行移动,这就是引理 1 中独立性的解释# 

引理 2[ 2]  设 m 是一个正整数, A , B 是欧氏空间 R
m 中的两个紧集,假定 A 的分形维数由下

式给出

D ( A ) = lim
Ey 0

ln(N ( A , E) )
ln(1/ E) (512)

令 D (B ) , D ( A G B ) 分别表示 B 和A G B 的分形维数 # 如果 D( B ) [ D ( A ) ,则 D ( A G B ) =

D ( A )# 

根据引理 1 和引理 2,我们给出

定理 3 (分形插值曲面维数定理)  设 F 为数据集 ( x n, ym , z n, m) ; n = 0, 1, 2, ,, N , m =

0, 1, 2, ,, M ,上的分形插值曲面, Px 代表垂直于X 轴且与X 轴交于x 处( x 0 [ x [ xN ) 的平面,

Py 代表垂直于 Y 轴且与 Y 轴交于y 处( y 0 [ y [ yM ) 的平面# 令 Sx = F H Px , Sy = F H Py ,

则 F 的分形维数为

dimH ( F ) = D ( F) = max
x
0

[ x [ x
N
, y

0
[ y [ y

M

D( Sx ) , D ( Sy )

� � (,

+ 1 (513)

证明  根据 Sx 的定义,我们知道 S x 是平面曲线 # 将 Sx 沿着垂直于平面Px 的方向上平移长

为 Ex 的线段,所形成的集合(曲面) 设为 V x 为显然 Vx 是R
3
中的紧集 # 令 D ( V x ) 和 D( Sx ) 分别

表示 V x 和Sx 的分形维数,根据引理 1我们得到 D( V x ) = D( S x) + 1# 
由于 Sy 也是平面曲线,用类似的方法,可以将 Sy 沿着垂直于Py 的方向上平移长为Ey 的线段,

形成不规则曲面 V y# 令 D( V y )和 D ( Sy) 分别表示 V y 和Sy 的分形维数,那么我们得到 D( V x) =

D ( Sx ) + 1 # 

根据 V x 和 V y 的构造可知:

F = G
x
0

[ x [ x
N

V x nG G
y
0

[ y [ y
M

V y

� ��(

(514)

令

D ( S
*
x ) = max

x
0

[ x [ x
N

D ( Sx ) ,� ��I, D ( S
*
y ) = max

y
0

[ y [ y
M

D( Sy )� �繱 (515)

不失一般性,不妨假设 D ( S
*
x ) \ D( S

*
y ) , 则

D ( V
*
x ) = D ( S

*
x ) + 1 \D ( V x ) ,   x I [ x 0, xN ] (516)

D ( V
*
y ) = D ( S

*
y ) + 1 \D ( V y) ,   y I [ y 0, yM ] (517)

这里 V
*
x 和 V

*
y 分别由S

*
x 和S

*
y 用上述方法经平移得到 # 我们有

D ( V
*
x ) \D ( V

*
y ) ,   x I [ x 0, xN ] , y I [ y 0, yM ] (518)

由引理 2 可得:

D (F ) = D G
x
0

[ x [ x
N

V x y� �象 在 图G G
y
0

[ y [ y
M

V y部 分� �  这 就� �(=

( Ñ) 若  D G
x
0

[ x [ x
N

V xG \D G
y
0

[ y [ y
M

V y �G� � #,则

D (F ) = D G
x
0

[ x [ x
N

V x [= D ( V
*
x ) = D( S

*
x ) + 1 (519)

( Ò) 若  D G
y
0

[ y [ y
M

V y 为 数� \ D G
x
0

[ x [ x
N

V x1� ,则

D (F ) = D G
y
0

[ y [ y
M

V y 理

� � �引 理

= D ( V
*
y ) = D ( S

*
y ) + 1 ( 5110)
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综合公式( 519) 、( 5110) , 可得:

D (F ) = max
x
0

[ x [ x
N
, y

0
[ y [ y

M

D ( Sx ) , D ( Sy) 面的+ 1 证毕

注意  定理 3的结论是在引理 1 和引理 2 的基础上推导出来的, 而这两个引理的结论又是以

豪斯道夫维数( 512) 为前提的,所以,公式( 513)求得的分形插值曲面维数是豪斯道夫维 #数

定理 3 的实际意义在于,欲求分形插值曲面的分形维数,只要求出分形曲线 S
*
x 和 S

*
y 上的分

形维数,运用公式(513) 即可求得 # 而分形插值曲线的分形维数的计算公式,在文献[ 2] 已有结论

# 

k 61 研 究 实 例

现根据一组数据进行分形插值# 插值区域的 X 方向、Y 方向各有 4个数据# 即原始插值数据

集为( x n, ym , z n, m) ( n = 0, 1, ,, 3; m = 0, 1, ,, 3) (见表 1)# 

图 4 原始数据点绘出的曲面

表 1   分形插值曲面原始数据

0 100 200 300

0 1 4 6 2

100 2 1 3 6

200 5 0 4 3

300 3 6 3 4

图 4 为用原始数据点绘出的曲面, 视倾角为 40b,视方位角为 340b# 

图 5为运用公式( 319)对表 1中的原始数据进行插值的分形插值曲面# 其分形插值曲面的维

数由公式( 513) 进行估计# 图 5( a)的分形维数为 212675,图 5( b) 的分形维数为 215222# 显然,运

用同一组原始数据, 根据不同的分形维数,可以插出不同形态、不同粗糙度的分形曲 #面

( a) 分形维数 D = 212675    ( b) 分形维数 D= 21 5222

图 5  用表 1中的原始数据插出的分形插值曲面

k 71 结   论

11 运用少量数据值,根据分形理论,插出分形曲面,并使得插出的分形曲面通过已知的插值数

值点,这对于研究一些复杂的几何形态的物体,例如, 地形地貌、断层表面、材料裂隙表面的模拟研

究和直观显示, 具有重要的意义# 

21 本文讨论了分形插值曲面的插值函数,得出了分形插值曲面的迭代函数系及有关计算公

式,并证明了分形插值曲面的存在性和唯一性定理,导出了分形插值曲面的维数定理,为分形插值

曲面的研究和应用奠定了理论基础# 
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31 分形插值曲面计算公式( 319)中 An, m 是反映分形插值曲面复杂程度的重要参数# 运用同

一组插值数据, 选择不同的 An, m 值,可以插出不同的分形维数、不同形态、不同粗糙度的分形曲面

# 对于这方面的进一步研究,将另文阐述 # 
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The Theory of Fractal Interpolated Surface

and Its Applications

Xie Heping   Sun Hongquan

( In stitu te of F r a ct al Mechanics , Beijing Gradua te School , China Un iver sit y of

M in in g an d Technology , Beijin g 100083, P . R . Chin a )

Abstract

In this paper, the principle of construction of a fractal surface is introduced, interpolation func-

tions for a fractal interpolated surface are discussed, the theorem of the uniqueness of an iterated

function system of fractal interpolated surface is proved, the theorem of fractal dimension of fractal

interpolated surface is derived, and the case that practical data are used to interpolate fractal surface

is studied.

Key words  fractal geometry, higher dimension fractals, fractal interpolated surface, fractal d-i

mension
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