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摘   要

运用 Riemann_Schwarz 对称原理和线弹性力学解的叠加原理建立了半无限平面及含孔无限平

面在各种边界条件下基本解的一般求解方法, 并分别导出边界上受不同荷载以及边界固定等各种

边界条件下的复位势基本解# 

关键词  基本解  Riemann_Schwarz 对称原理  叠加原理

中图分类号  O345

k 11 引   言

边界元法目前已广泛用于地下洞室等结构的线性及非线性分析# 如图 1所示地基与管道耦合

问题,常见的边界单元划分表示在图 2 中# 比较有限元分析这类问题,边界元已有很大优越性# 本

文借助文献[ 1] 的方法,在[ 2] ( 已讨论了自由边界问题)的基础上, 运用 Riemann_Schw arz 对称原理

和弹性力学解的叠加原理建立半无限平面及含孔无限平面在各种边界条件下基本解的一般求解方

   图 1 地基与管道耦合                图 2  常规边界元离散
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图 3  复变边界元离散

法,并分别导出了满足各种边界条件的复位势基本解# 当用复

变边界元
[ 2]

求解同样问题时, 由于对不同区域可根据具体边界

条件调用相应的复位势基本解, 故仅需对管道与地基的接触边

界 C2 布置单元(图 3) ,引入连续条件就可进行耦合计算# 这不

仅很大程度地减少了计算机内存用量和运算时间以及输入输出

工作量等,还能在孔洞等边界及附近区域内给出精确的计算结

果而不存在解的奇异性# 因此,本文工作不仅具有理论意义,还

具有重要的实际意义# 

k 21 基 本 定 理

Riemann_Schw arz 对称原理,可以按边界为直线和圆弧两种

情形表述为如下两个定理[ 1] :

定理 1  设 C为 z 平面上的实轴, f ( z )为在 z 平面被 C所分开的上半平面G
+ 和下半平面 G

-

中的一个, 不妨设在 G
+ 上的解析函数,且存在边界值 f

+
( t ) , t I C# 则 �f ( z )为在 G

- 上解析的函

数,并且存在边界值f
-
( t ) ,满足f

+
( t )= f

-
( t ) , t I C# 式中f

+
( t )表示对 f

+
( t )整个表达式取

共轭; f
-
( t )表示对 f

-
( t )除 t 外,取共轭# 

定理 2  设 C为半径为R 的圆, f ( z )为在圆外区域 G
+
( | z | > R )上的解析函数, 且存在边界

值 f
+
( t ) , t I C# 则f ( z

*
)为在 G

-
( | z | < R )上解析的函数, 并且存在边界值f

-
( t

*
) , 满足 f

+

( t )= f
-
( t

*
)# 其中 z

* = R
2
/ �z , t

* = R
2
/�t , t= Re

iH# 

由上面两个定理可导出如下新的定理
[ 2]

:

定理 3  如果给定 f 0( z ) 和 F 0( z ) 为在 G
+ 解析, 并在 G

+
+ C上连续的函数,则存在着在 G

-

解析,在 G
-
+ C上连续的函数 f 1( z ) 和 F 1( z ) ,使函数

f ( z ) = f 0( z ) + f 1( z ) ; F ( z ) = F 0( z ) + F1( z ) ( a, b)

满足边界条件

    f ( t ) + F ( t ) = 0   t I C ( c)

并且, 1) 当 C为直线( Im z = 0) 时, f 1( z ) = - �F0( z ) , F 1( z ) = - �f 0( z ) ;

2) 当 C为圆( | z | = R ) 时: f 1( z ) = - F 0( z
*
) , F1( z ) = - f 0( z

*
)# 

证明  因 f 0( z ) 和 F0( z ) 在 G
+
解析,在 G

+
+ C上连续,所以

1) 当 C为直线(实轴) 时, 由定理 1 知 �f 0( z ) 和 �F 0( z ) 在 G
- 解析, 且存在边界值f

-
0 ( t ) 及

F
-
0 ( t ) , 满足f

+
0 ( t ) = f

-
0 ( t ) 和F

+
0 ( t ) = F

-
0 ( t )# 于是,当取 f 1( z ) = �F 0( z ) 及 F1( z ) = - �f 0( z ) ,

则式( a) 和( b) 的 f ( z ) 和 F ( z ) 满足边界条件( c) ;

2) 当 C为圆( | z | = R ) 时, 由定理2知f 0( z
*
) 和F0( z

*
) 在 G

-
解析, 且存在边界值f

-
0 ( t

*
)

和F
-
0 ( t

*
) ,满足 f

+
0 ( t ) = f

-
0 ( t

*
) 及 F

+
0 ( t ) = F

-
0 ( t

*
)# 于是,当取 f 1( z ) = - F 0( z

*
) 和 F 1( z )

= - f 0( z
*
) 时, 式( a) 和( b) 表示的 f ( z ) 和 F( z ) 满足边界条件( c) # 证毕# 
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k 31 二类边值问题的复位势基本解的一般解法

文献[ 1]给出了二类边值问题边界条件的复位势表示:

第一类边值问题

U( z ) + z Uc( z ) + W( z ) = f 1+ if 2 + const (311)
式中 U( z ) 和 W( z ) 为复位势基本解 ;

Uc( z ) = dU( z ) / dz ; f 1+ if 2 = iQ
s

0
( XN + i YN ) ds

为已知函数, X N 和 YN 为面力分量 # 

第二类边值问题

( 3- 4M) U( z ) - z Uc( z ) - W( z ) = 2L( u + iv ) (312)
对固定边有 u = v = 0,对自由边有 f 1= f 2 = 0# 如为非齐次边界条件, 根据叠加原理,可先求得

齐次边界条件下的解,再求出非齐次边界条件下的特解,然后相叠加即得原问题的解# 故为方便,

我们考虑上述两类边值问题为齐次的情况 # 此时边界条件(311) 和(312) 可统一表达为

Ul ( z , z 0) - z Ucl ( z , z 0) + Wl ( z , z 0) R� �的 解析/ K = 0,   z y C (313)

式中 z 为场点, z 0 为源点; 对第一类边值问题: K = - 1; 对第二类边值问题: K = 3 - 4M(平面应

变)# 令

F l ( z , z 0) = - �z U
c
l ( z , z 0) + Wl ( z , z 0)� �/ K ( a)

则( 313)式可写成

Ul ( z , z 0) + F l ( z , z 0) = 0   z y C (314)

因此,若

 Ul ( z , z 0) = Up l ( z , z 0) + Ubl ( z , z 0) ;  Wl ( z , z 0) = Wp l ( z , z 0) + Wbl ( z , z 0) (315)
为边值问题( 313)的解,则

 Ul ( z , z 0) = Up l ( z , z 0) + Ubl ( z , z 0) ;  F l ( z , z 0) = Fp l ( z , z 0) + Fbl ( z , z 0) (316)

为边值问题( 314)的解,其中

Fp l ( z , z 0) = - �z Uc
p l ( z , z 0) + Wp l ( z , z 01 )知� ��f / K

Fbl ( z , z 0) = - �z U
c
bl ( z , z 0) + Wbl ( z , z 0- )

� �0

/ K和
(317)

式中 Up l ( z , z 0) 和 Wp l ( z , z 0) 为无限平面在 z 0 点作用单位力时的复位势基本解; Ubl ( z , z 0) 和

Wbl ( z , z 0) 是为满足指定边界条件而叠加的关于边界的映射函数# 于是,由定理 3 可得

    Up l ( z , z 0) + Ubl ( z , z 0) + Fp l ( z , z 0) + Fbl ( z , z 0) = 0,   z y C (318)

并且,当 C为直线边界( Im z = 0) 时 t = �t ,将( 317) 代入由定理 3 得来的( 318) 式 :

Ubl ( z , z 0) = - Fp l ( z , z 0) = z Ucp l ( z , z 0) + Wp l ( z , z 0)$ / K

Wbl ( z , z 0) = K Up l ( z , z 0) - z U
c
bl ( z , z 0)

(319)

同理,当 C为圆周( | z | = R 时 t= t
*
, z

* = R
2
/�z , z

*
0 = R

2
/�z 0)时, 有

Ubl ( z , z
*
0 ) = - Fp l ( z

*
, z 0) = z Uc

p l ( z
*
, z 0) + Wp l ( z

*
, z 01 )

  (S

/ K

Wbl ( z , z
*
0 ) = K Upl ( z

*
, z 0) - z

* Ucbl ( z , z
*
0) )

( 3110)
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由此可见, 对于给定的 Up l 和 Wpl ,便可由( 319) 或(3110) 求出映射函数 Ubl 和 Wbl , 然后再代入

(315) 式即得所求的复位势基本解# 若为非齐次边界条件,可求出相应的特解,再与齐次解相叠加

即可# 对于其它孔形问题,可先将该孔外域映射成单位圆外域,利用上述圆孔的基本解求出该单

位圆外域的解, 然后再反映射变换得到原问题的解# 这样, 含各种孔形的基本解的求解问题即得

到解决# 

k 41 无限平面复位势基本解

为叙述上的完整性, 文献[ 2] 的自由边界基本解也分别在本文中给出# 关于在无限平面中 z 0

点沿 l 方向作用单位力的基本解, 可由文献[ 1] 的结果就 z 点无位错条件导出 :

Up l ( z , z 0) = A l ln( z - z 0) + U0l ( z )

Wp l ( z , z 0) = B l ln( z - z 0) - A l z 0/ ( z - z 0) + W0l ( z )的情
(411)

式中   A l = i
( l+ 1)

/ [ 8P(1 - M) ] , B l = i
2l
(3- 4M) A l ,   i = - 1; l = 1, 2

对平面应力问题,只须对弹性常数作相应代换# 设当沿任意路径 z y ] 时应力趋于零, 并考虑位

移对称条件后可得 U0l = 0, W0l = A l# 于是有

Up l ( z , z 0) = A l ln( z - z 0)

Wp l ( z , z 0) = B l ln( z - z 0) - A l z 0/ ( z - z 0) + A l �
(412)

由( 412)式求得的位移和应力即为弹性平面问题的 Kelvin 解# 

k 51 半无限平面问题的复位势基本解

511  自由直边界问题(图 4)

将 K = - 1 代入(319) 式可得相应的映射函数

图 4 半无限平面直边界自由

Ubl ( z , z 0) = - z Ucp l ( z , z 0) - Wp l ( z , z 0)

Wbl ( z , z 0) = - Up l ( z , z 0) - z Ucbl ( z , z 0)
( a)

将( 412)式代入上式,并考虑 z y ] 无应力条件及保留极点 �z 0 的

主部,经运算后得到[ 2]

Ubl ( z , z 0) = - B l ln( z - z 0) + A l ( z

- z 0) / ( z - z 0) + Cl

Wbl ( z , z 0) = - A l ln( z - z 0) + B l z / ( z - z 0)

+ A l z ( z 0- z 0) / ( z - z 0)
2
+ D l 势 基

(511)

式中复常数 C l 和D l可由位移对称条件定出为C l = A l , D l = - 2B l- 015(1- 2M) (- i )
l# 将(412)

式与(511) 式代入(315) 式即得所求的复位势基本解# 此结果与[ 4] 的结果一样# 

512  直边界作用分布荷载 N + iT

此问题可在上节自由边界基本解上叠加仅在边界上作用 N + iT 而体内无集中源的特解而求

得# 此特解可按[ 1] 的方法求出# 命 5( z ) = U
c
s ( z ) , 7 ( z ) = W

c
s ( z ) ,设区域为上半平面,则应力

边界条件为
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5( t ) + 5( t ) + t 5c( t ) + 7 ( t ) = N - iT ( b)

对式( b)沿直边界积分,并注意到 7 ( t ) 为在上半平面( G
+
) 解析,在无穷远点等于零的某函数的边

界值,有

1
2PiQ

]

- ]

N + iT
t - z

dt -
1
2PiQ

]

- ]

5( t )
t - z

dt -
1

2PiQ
]

- ]

5 ( t )
t - z

dt

-
1
2PiQ

]

- ]

t 5c( t )
t - z

dt = 0 ( c)

其中 z 为上半平面( G
+
) 内任意点# 注意到 5 ( t ) 为在上半平面 G

+
解析,在无穷远点等于零的某

函数 5( z ) 的边界值, 5 ( t ) 和 t 5c( t ) 为在下半平面解析并在无穷远点也为零的函数 5 ( z ) 和 z

5c( z ) 的边界值,于是由 Cauchy 定理可推出( c) 式中第二项积分等于 5( z ) ,后两项积分等于零# 

从而求得特解为

Us ( z ) = Q5 ( z ) dz = Q 1
2PiQ

]

- ]

N + iT
t - z

dt

0

dz

Ws( z ) = Q7 ( z ) dz = Q 1
2PiQ

]

- ]

N - iT
t - z

dt -
1

2PiQ
]

- ]

N + iT
t - z

z tdt dz�

(512)

对于确定的外荷载, 即可通过( 512)式求得相应的特解, 然后与自由直边界复位势基本解( 412)和
( 511)相叠加即得所求的基本解# 下面分别给出直边界受各种荷载时的特解# 

513  直边界部分边界受法向均布力

当仅在- a [ t [ a 边界上有法向力作用时(图 5) ,由(512) 式可给出特解为

图 5  部分直边界受法向均布力          图 6  直边界受法向集中力

Us ( z ) = Q 1
2PiQ

a

- a

p
t - z

d t dz =
p
2Pi z ln

z - a
z + a

- aln( z
2
- a

2
) + 2 a �+ E 1

Ws( z ) = Q 1
2PiQ

a

- a

- p
t - z

dt -
1
2PiQ

a

- a

- p

( t - z )
2z tdt� � $dz =

pa
2Pi

ln( z 2
- a

2
) + E 2

(513)

其中 E 1, E2 为任意复常数# 
514  直边界受法向集中力 P

特别地,当边界上作用集中力 P 时, 令(513) 式中 p = P / 2a 并取极限,得

Us ( z ) =
1
2Pi

lim
ay 0

P
2a

z ln
z - a
z + a

- aln( z 2 - a
2
) + 2a式中 C =

- P
2Pi

lnz + E 1

Ws( z ) =
1
2Pi

lim
a y 0

a
P
2a

ln( z 2
- a

2
) =

P
2Pi

lnz + E 2载

(d)

考虑一般性,设 P 作用在边界上点 t 0(图 6) , 则特解为

Us ( z ) = -
P
2Pi

ln( z - t 0) + E 1, Ws ( z ) =
P
2Pi

ln( z - t 0) + E2 (514)
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515  直边界部分边界受切向均布力

当仅在- a [ t [ a 边界上有切向力T = q , N = 0 时,同 513 节运算可得特解

Us ( z ) =
q
2P

z ln z - a
z + a

- aln( z 2
- a

2
) + 2a �+ E 1

Ws( z ) =
- q
2P

2 z ln
z - a
z + a

- 3aln( z
2
- a

2
) + 4a �+ E 2

(515)

516  直边界受切向集中力

同 514 节, 当在 t = t 0 点作用切向集中力时, 可令(515) 式中 q = Q / 2a,并取极限得到特解为

Us ( z ) = -
Q
2P

ln( z - t 0) + E 1,  Ws( z ) =
3Q
2P

ln( z - t 0) + E 2 (516)

517  直边界固定的半无限平面

半无限平面直边界固定时,取 K = 3 - 4M代入( 319) 式,有

Ubl ( z , z 0) =
1

3- 4M
z U

c
p l ( z , z 0) + Wp l ( z , z 0)

W

Wbl ( z , z 0) =
1

( 3- 4M)
Up l ( z , z 0) - z Ucbl ( z , z 0)

( e)

将( 412)式代入( e) 式,考虑无穷远点无应力条件,并保留极点 z 0 的主部, 可求得映射函数为

Ubl ( z , z 0) = - A l ln( z - z 0) -
A l

3 - 4M
z - z 0
z - z 0

+ C l

Wbl ( z , z 0) =
A l

3 - 4M
ln( z - z 0) +

B lz

z - z 0
+ A l

z ( z 0- z 0)

( z - z 0)
2 + D l�

(517)

其中复系数 A l 和 B l 同上; C l 和 D l 为任意复常数, 由无位错条件可求得 Cl = - A l , D l = -

2B l # (517) 与( 412) 式相叠加即得满足直边界为固定条件的半无限平面复位势基本解# 此解与

[ 5] 的结果相同, 但本文的推导要简单得多# 

k 61 含有圆孔的无限平面复位势基本解

611  自由孔边问题(图 7)

在( 3110)式中令 K = - 1 ,可得

图 7  含圆孔的无限平面              图 8  部分孔边受均布力
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Ubl ( z , z
*
0 ) = - z Ucp l ( z

*
, z 0) - Wp l ( z

*
, z 0)

Wbl ( z , z
*
0 ) = - Up l ( z

*
, z 0) - z

* Uc
bl ( z , z

*
0 )

( a)

将( 412)式代入( a) 式,再利用无穷远点无应力条件并保留极点 z
*
0 的主部,就可求得满足孔边自由

条件的映射函数:

Ubl ( z , z
*
0 ) = - B l ln( z - z

*
0 ) + A l

( z
*
0 - z 0) z

*
0

( z - z
*
0 ) z 0

+ B l lnz + C l

Wbl ( z , z
*
0 ) = - A l ln( z - z

*
0 ) +

B lR
2

z ( z - z
*
0 )

+ A l
( z

*
0 - z 0) z

*
0 R

2

z z 0( z - z
*
0 )

2

- B l
R

2

z
2 + A l lnz + A l

z
*
0

z
+ D l

(611)

式中 R 为圆孔半径, Cl 和Dl 可由位移对称条件定出# 映射函数( 611) 式与( 412) 式相叠加即给出

孔边自由的基本解[ 2] # 

612  孔边受载的无限平面复位势基本解(图 8)

与半无限平面分析相同,可将原问题分解为孔边自由的基本解和仅在孔边 z 1Mz 2 部分受载而

体内无集中源的特解两部分, 而此特解容易应用[ 1] 的方法求得为

Us ( z ) = -
N + iT
2Pi

( z - z 2) ln( z 2 - z ) - ( z - z 1) ln( z 1 - z- )

+
3- 4M

4(1- M)
( z 2 - z 1) lnz -

z 1- z 2

4(1 - M)
lnR

Ws( z ) =
N - iT
2Pi

R
2

z
ln

z 2

z 1
- ln

z 2 - z

z 1 - z
� � �+ z 2ln( z 2- z )

- z 1ln( z 1 - z ) -
1

4(1 - M) ( z 2- z 1) lnz +
3- 4M

4(1- M) ( z 1 - z 2) lnR

+
N + iT
2Pi

R
2

z
ln

z 2 - z

z 1 - z
+

3 - 4M
4( 1- M)

( z 2 - z 1)
R

2

z
) 1

(612)

特解( 612) 与映射函数( 611)以及无限平面基本解( 412)相叠加即得到满足孔边部分边界 z 1M z 2 受

分布荷载边界条件的复位势基本解# 其中当 N X 0而 T = 0 时即得该边界上受法向分布力时的

基本解# 当 N = 0, T X 0 时就得该部分边界受切向分布力时的基本解# 

613  圆孔受均布内压力的复位势基本解

令( 612)式中 z 1 = z 2, N = - p ,并注意到 ln( z 2/ z 1) = 2Pi ,可得特解

Us ( z ) = 0,   Ws ( z ) = - pR
2
/ z (613)

此式与( 611)和( 412)相叠加即得欲求的基本解# 

614  圆孔边受均布切向力的复位势基本解

同上节,令( 612)式中 N = 0, T = q ,并且仍有 ln( z 2/ z 1) = 2Pi ,得

Us ( z ) = 0,   Ws ( z ) = qR
2
i / z (614)

此式与( 611)和( 412)相叠加即得出在域内 z 0 点作用单位力,满足孔边受均布切向力边界条件的复

位势基本解# 

615  圆孔边受集中力的复位势基本解
设在孔边作用集中力 P + iQ (图 9) , 将
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N + iT =
P + iQ

| z 2 - z 1 |
=

P + iQ

z 2- z 1 z 2- z 1
=

P + iQ
Ri ( z 2 - z 1)

z 1 z 2 ( b)

代入( 612) ,并取极限,有

Us ( z ) = -
P + iQ
2Pi

lim
z
2

y z
1

( z - z 2) ln( z 2- z ) - ( z - z 1) ln( z 1- z )

z 2- z 1 z 2- z 10

+
1

4(1- M)
( z 2 - z 1) ( K lnz + lnR )

z 2 - z 1 z 2- z 1

Ws( z ) =
P - iQ
2Pi lim

z
2

y z
1

[ z 2( z 2 - z ) - z 1ln( z 1- z ) ] z 1 z 2

R i( z 2- z 1)

+
R

2
( lnz 2 - lnz 1) z 1 z 2

z Ri( z 2 - z 1)
-

R
2

z

[ ln( z 2- z ) - ln( z 1- z ) ] z 1 z 2

R i( z 2- z 1)

+
( z 2- z 1) z 1 z 2( lnz + K lnR )

4(1 - M) Ri( z 2- z 1)
+

P + iQ
2Pi

# lim
z
2

y z
1

R
2

z

z 1 z 2 [ ln( z 2- z ) - ln( z 1- z ) ]

R i( z 2- z 1)
+

( 3- 4M) z 1 z 2R
2

4( 1- M) Riz 2(
=

( c)

注意到z 1= R
2
/ z 1, z 2= R

2
/ z 2, z

* = R
2
/�z , 并令 E= z 2- z 1 y 0,可得到

Us ( z ) = -
P + iQ
2PR z 1 ln( z 1 - z ) -

3 - 4M
4(1 - M) lnz + 1 -

lnR
4(1 - M)� � (

Ws( z ) =
P - iQ
2PR

z 1 ln( z 1- z ) -
lnz

4(1- M)
-

3 - 4M
4( 1- M)

lnR4 1

-
P + iQ
2PR

z 1 z
* 1

z 1- z
+

3 - 4M
4( 1- M)

1
z

M

(615)

图 9 孔边受集中力

将特解( 615)与映射函数( 611)和( 412) 式相叠加即得出域内 z 0 点作用

单位力,满足孔边 z 1 点受集中荷载的复位势基本解# 特别地, (615) 式
中若 Q = 0, P X 0,则叠加后得孔边作用法向集中力的基本解; 若该式

中 Q X 0, P = 0,则可得孔边作用切向集中力的基本解# 

616  孔边固定的无限平面复位势基本解

将 K = 3 - 4M代入( 3110)式,得

Ubl ( z , z
*
0 ) =

1
3 - 4M

z Uc
p l ( z

*
, z 0) + Wp l ( z

*
, z 0)

Wbl ( z , z
*
0 ) = (3- 4M) Up l ( z

*
, z 0) - z

* Ucbl ( z , z
*
0 )Q

(d)

将( 412)式的 Upl 和Wpl 代入上式,利用 z y ] 无应力条件,并保留极点 z
*
0 的主部,即可求得映射函

数为

Ubl ( z , z
*
0 ) = - A l ln( z - z

*
0 ) -

A l

3 - 4M
( z

*
0 - z 0) z

*
0

( z - z
*
0 ) z 0

+ A l ln z + C l

Wbl ( z , z
*
0 ) = - B l ln( z - z

*
0 ) +

A lR
2

z ( z - z
*
0 )

+
A l ( z

*
0 - z 0) z

*
0 R

2

(3 - 4M) z ( z - z
*
0 )

2
z 0

+
A lR

2

z
2 + B l lnz -

A l

3 - 4M
z
*
0

z
+ D l�

(616)

其中复系数 A l , B l 同上, C l 和D l 为任意复常数# (616)式与(611) 式和(412)式相叠加即得满足固
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定孔边条件的无限平面复位势基本解# 

k 71 小   结

提出了基于 Riemann_Schw arz 对称原理及弹性力学解的叠加原理的复位势基本解的一般求解

方法,且方法十分简单# 所导出的各种基本解当用于边界元解题时, 对于半无限平面在直边界上无

论受到集中力还是分布力或者是边界固定,均无需对该边界离散,并且在该边界及附近区域可给出

精确的数值解# 同样,当求解开圆孔的问题时,也无论孔边荷载形式如何或是孔边固定情形,也不

必对该孔边进行单元分割,并且边界元数值解可直接收敛到该边界# 

上述基本解可以组合灵活应用# 例如对耦合力学问题,根据不同区域选用相应的基本解(例如

图3) ,从而只需对极少部分边界作边界单元离数( 最少只需一个单元) , 即可作线性或非线性耦合

力学分析,极大程度地提高了传统边界元的计算效率# 因而,本文工作具有重要的实际意义# 
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Complex Fundamental Solutions for Semi_Infinite

Plane and Infinite Plane with Hole under

Various Boundary Conditions
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( Depar t m en t of En gin eer in g Mechan ics an d Techn ology , Tongji Un iver sity ,

Shan ghai 200092, P . R . China )

Abstract

A general method of finding the complex fundamental solutions for semi_infinite plane and inf-i

nite plane with hole under various boundary conditions has be established by using Riemann_Schwarz

symmetric principle and superposition principle of the solutions of elasticity. More than ten solutions

have been derived respectively.

Key words  fundamental solution, Riemann_Schwarz symmetric principle, superposition principle
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