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摘   要

对一类边界条件,建立粘弹性准静力位移与本构参数的显式关系, 给出优化识别的叠代格式,

从二阶微分模型出发,识别粘弹性本构模式, 讨论了信息误差对反演结果的影响# 
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中图分类号  O345

k 11 引   言

本构参数的静力位移反演方法,正在地下工程等问题中得到日益广泛的应用,有关粘弹性

本构参数方面的研究,已有了不少进展# [ 2, 1]通过积分变换等进行粘弹性参数的静力位移识

别,文[ 3]开展了地层三维粘弹性反演的研究工作,并做了实际计算, 文[ 4]提出了均质及非均

质粘弹性参数静力位移识别的一般方法# 

以往工作一般假定结构或材料的本构形式为确定, 而本构方程中系数未知# 但实际问题

中二者经常是都未知的# 此外,信息误差在反演操作中在所难免,它对识别结果的影响是必须

计及的重要因素# 这两个问题的研究, 不仅具有一定的理论意义,而且有着重要的工程实用价

值# 

本文导出了一类边界条件下, 粘弹性静力位移与构方程的显式关系, 从二阶微分模式出

发,识别粘弹性本构模型# 对信息误差对于识别结果的影响进行了数值分析# 

k 21 引   理

设结构只有力边界条件或力与零位移混合边界条件,其粘弹性静力问题的控制方程为:

    Rij , j + Fj = 0   ( x I 8) (211)

      Eij =
1
2
( u i , j + u j , i ) (212)

      Rijn j = X i   ( x I #R) (213)
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      u i = 0   ( x I #u ) (214)

      �P 1Eij = �P2d ij lmRlm (215)
体力 F i及面力X i 与时间无关,表示静力作用; 式(215)中 �P 1和 �P 2 为时间有关的微分算子多
项式, Eij和 Rij分别为应变和应力向量, 其积分形式的解为:

    Eij = �LDij lmRlm (216)
其中, �L 为积分算子, D ijlm为弹性张量D ijlm和 d ijlm为仅与泊松比有关的系数矩阵# 粘弹性本

构关系可采用式(215)或式(216)# 

设 R
0
ij满足式(211)及(213) ,且

    E0ij = D ijl mR
0
ij (217)

    E0ij = ( u
0
i , j + u

0
j , i ) / 2 (218)

    u 0i = 0   ( x I #u) (219)
可以证明,式( 211)及至式( 216)的解为:

    Rij = R
0
ij ( 2110)

    Eij = �L (1) E
0
ij ( 2111)

    u i = �L ( 1) u 0i ( 2112)

u
~
及 u

~

0是位移向量# 

式( 217)至式( 219)是不依赖材料常数的弹性解, 因而 u 0i 可通过解析或数值的方法预先

求出,而式(2112)则给出了粘弹性准静力位移与本构方程的显式表达# 

k 31 叠代格式

设 �L (1) = F ( �x , t )

�x 是粘弹性参数向量, t 代表时间# 

设 0 = E ( �u i - �u *i ) T ( �u i - �u *i ) / 2 = E R Ti R i / 2 (311)

i代表时间序列, �u
*
为已知位移信息向量# 且

    �u i = F( x , t i ) �u 0 = F i�u 0 (312)
极小化 0, 必有5 0 /5 x = 0, 取叠代格式为:

    ( E �G Ti�G i ) $�x = E �G Ti R i (313)
直至 $�x = 0,其中

    �G i =
5�u i
5�x = �u 0

5F i
5�x (314)

本文取 F i= 1/ E 1+ t i / G1+ ( 1- exp( - E 2/ G2 t i ) ) / E2 (315)
式( 315)对应于一个 Burgers模型,如图 1所示# 它包含了几种常见的粘弹性模型:

a. E 2= ] , G2= ] ,对应于 Maxw ell模型

b. E 1= ] , G1= ] ,对应于 Kelvin 模型

c. G1= ] ,对应于线性模型

F i 的形式可取得更为复杂,以包含更多的粘弹性模型, 这在原则上没有困难# 

由式( 313)和( 315)有:
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( 316)
这里, x 1= 1/ E 1, x 2/ = 1/ G1, x 3= 1/ E 2, x 4= E 2/ G2, 由式( 315)也可写出式( 3113)的右端
对应项# 

k 41 算   例

计算单位为:时间: s; E : N / cm2
; G: s. N. / cm2

11 模型识别
位移信息 �u *i 由式( 312)给出,这里设 �uT0= (10000, 10005, 10006)

T # 

表 1给出了从二阶模式出发, 粘弹性模型的识别结果# 

21 叠代初值的影响
表 2给出了初值的选择对于计算结果的影响, �u0 同上# 

31 无限大粘弹性域中受内压圆洞
如图 2所示, A 与B 两点的相对位移为给定信息, 由解析解给出,而 �u 0 由有限元计算给

出计算结果列于表 3# 

41 时间无关的信息误差影响
a1 设 �u*i = F i�u 0(1 + 0. 03)   �u0 = 10000

b1 设 ( �u *i ) T = F i ( 1 + 0. 03)10000, (1 + 0. 02) 10005, ( 1 + 0. 05)10006) T ( �u 0) T =
( 10000, 10005, 10006) T   计算结果列于表 4# 

51 时间有关的信息误差影响

   图  1                   图  2
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a1 设 �u*i = F i�u 0(1 + 0. 03sin ti )   �u0 = 10000

b1设 (�u *i ) T = Fi ( (1+ 0. 03sinti )10000, (1+ 0. 02sinti )10005, (1+ 0. 05sin ti )10006) T

( �u 0)
T
= (10000, 10005, 10006) T   计算结果列于表 5# 

计算表明

a1 本文方法可通过准静力位移信息有效地识别粘弹性本构模式和参数# 

b1 叠代初值的选取并不影响最终结果,但会影响叠代次数# 

c1 当流变发展较快时, 可在较短的时间里程内取较少的采样点; 当流变发展较慢时, 时间

里程应较长,采样点应取得更多# 

d1 信息误差将对反演结果产生影响, 特别时间有关的误差产生的影响较大# 

表 1  模型识别

初   值

E1 G1 E 2 G1

终   值

E1 G1 E2 G2

准确值

E1 G1 E2 G2

时间

步长

取点

个数

叠代

次数
模型

110E8 110E9 110E8 110E10 110E5 110E8 213E20 3166E21 110E5 110E8 ] ] 510 40 6 Maxw ell

110E8 110E9 110E8 110E104167E16 810E15 510E4 110E7 ] ] 510E4 110E7 510 40 15 Kelvin

110E8 110E9 110E8 110E10 110E5 111E18 510E4 110E7 110E5 ] 510E4 110E7 510 40 15 三体

110E8 110E9 110E8 110E10 110E5 110E8 510E4 110E7 110E5 110E8 510E4 110E7 510 40 6 Burgers

表 2  叠代初值影响

初   值

E1 G1 E 2 G2

终   值

E1 G1 E2 G2

准确值

E1 G1 E2 G1

时间

步长

取点

次数

叠代

个数

3@ 107 62. 50 625 1@ 109 0. 9968E4 01997E6 014985E4 01997E6 1@ 104 1@ 106 5@ 103 1@ 106 115 510 11

3@ 107 6215 625 1@ 109 019968E4 01997E6 014985E4 01997E9 1@ 104 1@ 109 5@ 103 1@ 109 215 120 51

3@ 107 6215 625 1@ 109 019968E4 01997E6 014985E4 01997E9 1@ 104 1@ 109 5@ 103 1@ 109 215 150 42

表 3  无限大粘弹性域中受压圆洞

初   值

E 1 G1 E2 G2

终   值

E1 G1 E2 G2

真实值

E1 G1 E2 G2

取点

个数

时间

间隔

叠代

次数

510E11 6167E 121142E12 110E10 110E8 110E9 510E9 110E9 110E8 110E9 510E9 110E9 60 115 6

510E15 6166E 16 110E16 1142E18 110E8 110E9 510E9 110E9 110E8 110E9 510E9 110E9 60 115 18

510 6717 100 142 110E8 110E9 510E9 110E9 110E8 110E9 510E9 110E9 60 115 11

表 4  时间无关的信息误差影响

工
况

初   值

E1 G1 E2 G2

终   值

E1 G1 E2 G2

真实值

E1 G1 E2 G2

取点

个数

时间

间隔

叠代

次数

a 110E8 110E9 110E8 110E10 9708714 97087380 4854317 970873710 110E5 110E8 510E4 110E7 60 510 6

b 110E8 110E9 110E8 110E10 101030 21996E8 5168714 81123E6 110E5 110E8 510E4 110E7 60 510 8
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表 5  时间有关的信息误差影响

工
况

初   值

E1 G1 E2 G2

终   值

E1 G1 E2 G2

真实值

E1 G1 E2 G2

取点

个数

时间

间隔

叠代

次数

a 110E8 110E9 110E8 110E10 9677319 96773980 48386199 9677398 110E5 110E8 510E4 110E7 60 510 6

b 110E8 110E9 110E8 110E10 10114217 4136E8 5136411 7938823 110E5 110E8 510E4 110E7 60 510 9

k 51 结   语

本文给出了一个均质粘弹性本构模式准静力位移识别的一般方法,并进行了数值验证# 

如将微分模式的阶数取得更高,则将包括更多的本构模式, 这在反演操作上并无原则上困难# 

本方法与工程问题进一步结合,可望得以实际应用# 信息误差对反演结果的影响不容忽视,应

在反演实施时设法加以校正和消除# 
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Identification of Qusi_Static Displacement for

Constitutive Models of Viscoelasticity

Yang Haitian  Wu Ruifeng  Zhang Qun

( Dept . of En gin . Mechan ics , Da lian Univ . of T ech . , Dali an , 116023, P . R . Chin a )

Abstract

An explicit relation between constitutive parameters and qusi_static displacement of viscoelastic-

ity is derived under a kind of boundary condition, and an iterative form of opt imized identification is

presented. Viscoelastic constitutive models are identified from a two order differential model, and ef-

fects of information errors on results of inverse analysis are discussed.

key words  viscoelasticit y, constitutive model, static displacement, inverse analysis
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