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摘 � �要

首先给出广义 Kuramoto_Sivashinsky( GKS)方程周期初边值问题在 H
2
空间惯性集的构造, 进而

给出并证明 GKS 方程吸引子的分形结构, 同时发现吸引子的一个分形局部化指数型逼近序列�� 上述

结果精细和推进了[ 1, 3, 5, 7] 关于惯性集和吸引子的结论, 刻划了吸引子的一种几何结构��

关键词� 广义 KS 方程� 吸引子� 惯性集� 分形

中图分类号� O175

� 1� 引 � �言

由于谱锁定条件, 对于许多非线性耗散发展方程, 惯性流形的存在至今仍是尚未解决的问

题��近来, Eden
[ 5]

等发现, 非线性耗散发展方程, 包括二维 Navier_Stokes 方程, 确定的非线性

半群若在某个紧正向不变集上 Lipschitz 连续且收缩, 则存在有限分形维惯性集, 它是由分形

集和吸引子的并构成��另一方面, 由于吸引子在研究非线性耗散系统解的长时间性态中具有

特别重要的作用, 因此对吸引子结构研究一直成为无穷维动力系统研究的基本问题��近年

来
[ 6~ 8]

, 人们寻求用惯性流形, 近似惯性流形作为吸引子的一种局部化, 对具有双曲型基本谱

的算子半群, 其吸引子结构也有过研究[ 6] , 本文直接利用惯性集构造, 给出并证明了吸引子的

一种分形结构, 同时得到吸引子的一个分形局部化指数型逼近序列��全文分为四部分, 第一段

是预备知识, 第二段给出 GKS 方程惯性集存在性证明, 第三段证明了 GKS 方程解的锥性质,

主要结果在最后一段给出��

� 2� 预备知识

文[ 1] 研究了 GKS 方程周期初边值问题:

ut + �uxx + �uxxx + �uxxxx + f ( u ) x + �( u ) xx = g ( u ) + h( x ) ( 2�1)

u( x , 0) = u 0( x ) ( 2�2)
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u( x - D, t ) = u( x + D, t ) � � ( x � R , t > 0) ( 2�3)

其中 � � � � � � 0, � > 0, D > 0

在[ 1] 中有如下结果

定理 1
[ 1] �设

( � ) f ( u) � C
4
, �( u) , g ( u ) � C

3
, 且 | f ( u) | � A | u |

p � � ( 1 � p � 7) ;

| ��( u) | < B | u |
q � ( 0 � q < 4) ; ��( u) � �0 � ( �0 > 0)

( � ) g( 0) = 0, g�( u ) � g0, g 0 < -
�+ �0 + 1

2
, � >

1
2

( �+ �0)

( � ) D
j
xh ( x ) � L

2
( �) � ( j = 0, 1, 2, 3)

( � ) u 0( x ) � H
2
( �) � � ( � = { x | x � (- D , D ) } )

则问题( 2�1) ~ ( 2�3) 存在紧吸收集 B 0 �H
2
( �) , 因而存在整体紧吸引子��A�H

2
( �)��其中

B 0 = u � H
2
( �) , | u | L

2 � E 0, | ux | L
2 � E 1, | uxx | L

2 � E 2

! ! (

( 2�4)

关于非线性发展方程, 如果在H ilbert 空间 X 中存在紧吸引子 A, 则关于惯性集有如下定

理

定理 2
[ 5, 9] �设 u 是如下问题的解:

du
dt

+ A u + R ( u) = f ( x ) � � ( x � R , t > 0)

u( x , 0) = u 0( x )

u( x - D, t ) = u( x + D, t ) � � ( x � R , t > 0)

在空间 X 中满足下述条件

( � ) 存在非线性半群 S ( t ) 和紧吸引子 A��

( � ) 关于 S ( t )存在紧正向不变集 B

( � ) S ( t ) 在 B 中 Lipschitz 连续且收缩( 定义见[ 5] , [ 9] ) , 则存在惯性分形集 M :

M = �
0� t � t

*

S ( t ) M *

M * = A� �
�

j= 1
�
�

k = 1
S

j
( t * ) ( E

( k )
)耿国

且有 � dF ( M ) � CN 0 + 1 � � ( 分形维有限)

� distX ( S ( t ) B , M ) � C0exp[- C1 t ]

其中 � E
( k )

= �
k

0

j
1
= 1

�
j
k- 1= 1

E k, j
1
, � , j

k- 1
, 而 Ek , j

1
, � , j

k- 1
表示紧集 S ( t * ) ( �B�k- 1

R ( aj
1
, � , j

k- 1
)

� S
k- 1

( t * ) B) 中满足锥性质 ��

� u - v � H
2 � 2� PN ( u - v ) � H

2 � � ( � u, v � Ek , j
1
, � , j

k- 1
) ( 2�5)

的点的极大集; aj
1
, � , j

k- 1
� Ek- 1, j

1
, � , j

k- 2
, ( j 1, � , j k- 1 � { 1, 2, � , k 0} ) , �B�k- 1

R ( aj
1
, � , j

k- 1
) �

S
k- 1

( t * ) B 递归地由S
k- 1

( t * ) B 的复盖得到, �B�k- 1
R ( aj

1
, � ,

k- 1
) 表示以 aj

1
, � , j

k- 1
为中心, �

k- 1
R

为半径复盖 S
k- 1

( t * ) B 的小球, k 0, �, R 是正常数, 0 < �< 1, t * 为某一固定正数�� 而算子

A 是X 空间无界自共轭正算子, 具有紧逆算子, PN 为X 空间秩为N 的正交投影算子�� C0, C 1,

C 为与B 中元素无关的正常数 ��
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� 3�惯 性 集

为计算简便, 设 D =
1
2

命题 1
[ 9] �存在 t 0> 0, 使得

B = �
0� t � t

0

S ( t ) B0 ( 3�1)

是 S ( t ) 在H
2
( �) 中紧的正向不变吸收集, 且是凸的, 记 A = �4

/�x
4
, 其相应周期边值问题特

征值 �1, �2, � , �N , � , 对应特征函数记为 �1, �2, � , �N , � , 设 PN 为L
2
( �) 到 span{ �1, � ,

�N } 上投影算子, 由 PN 与A
�
( �> 0) 可换性知它也是H

2
( �) 中秩为 N 的投影算子且与Q �

I - PN 正交 �� 显然 �N = ( 2�N )
4��

命题 2�在定理 1 条件下, 问题( 2�1) ~ ( 2�3) 定义的非线性半群 S ( t ) 在 B 中 Lispschitz

连续且收缩��

证明 �由命题 1 可设 B = { u � H
2
( �) ; | u |

2 � e0, | ux |
2 � e1, | uxx |

2 � e2} , 其中

|�| 表示 L
2
( �) 范数, 若 u, v 是( 2�1) 的任意两个解, u 0, v 0 � B, 则由 B 的不变性知, 对一切

t � 0, u ( t ) , v ( t ) � B�� 记 w = u - v , 有

w t + �w xx + �w xxx + �w xxxx + ( f ( u ) - f ( v ) ) x

+ ( �( u) - �( v ) ) xx = g ( u) - g ( v ) ( 3�2)

令� �( t ) =
| w xx ( t ) |

2

| w ( t ) |
2 , �( t ) = w ( t ) / | w ( t ) | , 由于

( �( t ) w , ( A - �( t ) ) w ) = 0 和 ( �w xxx , ( A - �( t ) ) w ) = 0, 有

1
2

d
dt
�( t ) =

1

| w |
2 ( w t , ( A - �( t ) ) w ) =

1

| w |
2 (- �A w + R ( v ) - R ( u ) , ( A -

�( t ) ) w )

= - � | ( A - �( t ) ) � |
2

+
R ( v ) - R ( u )

| w |
, ( A - �( t ) ) �p �

�-
�
2

| ( A - �( t ) ) � |
2
+

| ( R ( u) - R ( v ) |
2

2� | w |
2 ( 3�3)

其中

R ( u) - R ( v ) = �w xx + ( f ( u) - f ( v ) ) x + ( �( u ) - �( v ) ) xx + g( u) - g( v )

利用[ 1, 2]
| w | L

� � 2 | w | + 2 | w |
1
2 | w x |

1
2 � 2e

1/ 2
0 ( e

1/ 2
0 + e

1/ 2
1 ) � e�0

| w x | L
� � | w xx | � e

1/ 2
2

和� ( F ( u) - F ( v ) , u - v ) 的处理技巧[ 2]
( F 为任何充分光滑函数) , 我们有:

| ( f ( u ) - f ( v ) ) x | = | f
�
( u ) ux - f

�
( v ) v x | = | f

�
( u ) w x + w�

1

0
f
�
( �) d�� v x |

� c1�
- 1

21 | w xx | + c2 e2 | w | � c | w xx |

其中, c 仅与 | f
�
( u) | L

� , | f
�
( �) | L

� , 有关的常数, 其中 �= �u + ( 1- �) v ( 0 � � � 1) , 由

B 凸知� � B , 由于 u , v � H
2
( �) , 故 | u | L

� , | v | L
� 有界, 从而 f

( j )
(�) , �( j )

(�) , g
( j )

(�) ( 0

� j � 4) 的 L
� 范均为一常数所界, 如无特别说明以下均设 cj 为与 w 无关的常数( 1 � j �

16)�� 类似有:
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| ( �( u ) - �( v ) ) xx | = | ��( u ) ( ux + v x ) w x + w v
2
x�

1

0
��( �) d�

+ ��( u) w xx + w v xx�
1

0
��( �) d� | � c1 | w xx |

其中已利用 | w v xx | = | w xv x | � | v x | L
� | w x | � e2 | w x | � e2�

1/ 4
1 | w xx |

类似处理 | g( u ) - g( v ) | , 结合上面各式, 由( 3�3) 有

| R ( u) - R ( v ) |
2 � c2 | w xx |

2

和
d

dt
�( t ) �

c2

��( t ) ( 3�4)

将( 3�2) 与 w 相乘在( - 1/ 2, 1/ 2) 上取内积有

1
2

d | w |
2

dt
+ � | w xx |

2
+ ( �w xx , w ) + ( ( f ( u ) - f ( v ) ) x , w )

+ ( ( �( u) - �( v ) ) xx , w ) = ( g ( u) - g ( v ) , w )

利用 Cauchy 不等式, Young 不等式得到

d
dt

| w |
2

+ � | w xx |
2 � c3 | w |

2
( 3�5)

从而 � � � � d
dt

| w |
2
+ ( ��( t ) - c3) | w |

2 � 0 ( 3�6)

又� � � � � d
dt
�( t ) =

1

| w |
2

d
dt

| w xx |
2

-
| w xx |

d
dt

| w |
2

| w |
4 � 1

| w |
2

d
dt

| w xx |
2

+ ( ��( t ) - c3)
| w xx |

2

| w |
2

结合( 3�4) 有

d
dt

| w xx |
2
+ ( ��( t ) - c3 -

c2

�
) | w xx |

2 � 0 ( 3�7)

对( 3�5) , ( 3�7) 利用 Gronwall 不等式, 注意 | w� |
2 � 1

2
| w |

2
+

1
2

| w� |
2
, 有

| w ( t ) |
2
H

2 � 3
2

( | w ( t ) |
2

+ | w xx( t )
2

| ) � �2( t ) ( | w ( 0) |
2

+ | w xx( 0) |
2
) � �2( t ) | w ( 0) |

2
H

2 ( 3�8)

其中 � � � � �( t ) = 3exp -
�
2�

t

0
�( �) d�+ c3 t +

c2

�
t� ( 3�9)

注意对任意固定的 t * , �( t * ) > 0, 从而 �( t * ) � 3exp[ c3 t * + c2�
- 1

t * ] , 这表明 S ( t ) 在 B

上 Lipschitz 连续 ��
( 3�4) 两边在( 0, t * )上积分, 有

�( t * ) � exp
c2

�
( t * - t)� � '�( t )

即

�( t ) � exp
c2

�
( t * - t )� � ��( t * ) ( 3�10)

从而 ��
t

*

0
�( t ) dt �

��( t * )

c2
1- exp -

c2

�
t * �

由

� � B凸

取定 � t * =
�

c2
, 则 1 - exp -

c2

�
t * �>

1
2

, 再从( 3�9) 有

�( t * ) = 3exp -
�2�( t * )

4c2
+

c3 �
c2

+am 1 ( 3�11)
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利用[ 5] 中技巧, 注意 �N
0
+ 1 = [ 2�( N 0 + 1) ]

4
, 当 �( t * ) � �N

0
+ 1, 且

N 0 >
[ c2( 1 + c

- 1
2 c3 �+ ln8 3) ]

1
4

2� �
- 1 ( 3�12)

时, 有 �( t * ) < 1/ 8 , 这就证明了收缩性��

结合定理 2, 命题 1, 命题 2, 我们得到

定理 3�在定理 1 条件下, S ( t ) 在H
2
( �) 中存在紧惯性分形集 M , 只要 N 0 满足( 3�12)

而 t * 取定为 �
c2
��

� 4� 解的锥性质

引理 1�在定理 1 条件下, 若又设 u0( x ) � H
3
( �) , 我们有下列估计��

| uxxx |
2 � exp[ 2�0 t ] | u0xxx |

2
+

3
� | �0 |

| hx |
2
+

c4

2 | �0 |
( 4�1)

其中, �0 = g0 +
�0
2

+
�
3

< 0; c4 是仅与 | ux | , | uxx | , | �� | L
� , | �� | L

� , | f
�
( u ) | L

� ,

| f
�
( u ) | L

� , e1, e2, �有关的常数 ��

证明 �将( 2�1) 与 ux 6取内积有

( ux 6 , u t + �uxx + �ux 3+ �ux 4+ f ( u ) x + �( u ) xx - g( u) - h ( x ) ) = 0

利用 ( ux 6 , �ux 2) = � | ux 4|
2 � �

2�
| ux 5 |

2 � � ( �1 = 2�)

( ux 6 , �ux 4) = � | ux 5|
2

| ( ux 6 , �( u) x | = | ( ux 5 , f ( u ) xx | � �
24

| ux 5|
2
+ C5

| ( ux 6 , �( u) xx) | = | ( ux 5 , ��( u) uxxx + 3��( u ) uxuxx + ��( u ) ux 3) |

| ( Uc( u) ux 3 , ux 5) | [
U0

2
| ux 3|

2
+

U0

2
| ux 5|

2

| ( ux 5 , 3 Ud( u ) uxuxx ) | [
A

24
| ux 5 |

2
+ C6

| ( ux 5 , UÊux 3) | [ | ux 5| | UÊ| L
] | ux |

2
L

] | ux | [
A

24
| ux 5|

2
+ C7

( ux 6 , g( u ) ) = - ( ux 3 , gc( u ) ux 3+ 3gd( u) ux uxx + gÊ( u) ux 3)

( ux 3, gc( u ) ux 3) [ g 0 | ux 3 |
2

类似 ( ux 6, U( u ) xx ) 的处理有

| ( ux 3 , 3gd( u) ux uxx + gÊ( u) ux 3) | [
A
3

| ux 3|
2
+ c8

又 | ( ux 6 , h ( x ) ) | = | ( ux 5 , hc( x ) | [
A

24 | ux 5|
2
+

6
A | hc( x ) |

2

综合以上各式有

    
1
2

d
dt

| ux 3|
2
+ C-

A
2P

-
U0

2
-

A
8

4 | ux 5|
2

[ g0 +
U0

2
+

A
2

� � �10

| ux 3|
2
+ c4 +

6
A

| hc |
2

( 412)

利用  
A

2 P+
A
8 <

7A
24, 有 C -

U0

2 -
A

2 P-
A
8 > C-

U0

2 -
7 A
24 > C-

U0

2 -
A
2 > 0
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再注意: g 0 +
U0

2 +
A
3 < -

1
2 +

A
6 K

� � ( N

,

由( 412) 利用 Gronw all 不等式得到( 411)

注:从引理 1 特别推得 | ux3 | 2
[ e3, e3 是与 t 无关的常数 # 

记 B0 = { u I H
2
( 8) , | u |

2
[ e0, | ux |

2
[ e1, | uxx |

2
[ e2, | uxxx |

2
[ e3} , 则 B 0 为

H
2
( 8) 中 S ( t ) 的紧吸收集, 类似构造正向不变紧凸吸收集: 不失一般仍记为 B =

G
0 [ t [ t

0

S ( t ) B0 # 

为简便起见, 当 u I B 时, 有 | u |
2

[ e0, | ux 3 |
2

[ ej ( 1 [ j [ 3) , 下面的定理是基本

的:

定理 4  在引理 1 的条件下, 若存在 t 0 使 + p ( t 0) + H
2 = + q( t 0) + H

2, 则当 N 满足

N
3

>
1

32 CP
4 max { �e0, �e1, �e2} ( 413)

时, 对一切 t \ t 0 有

+ q ( t ) + H
2

[ + p ( t ) + H
2 ( 414)

从而 + w ( t ) + H
2

[ 2 + PN w ( t) + H
2 ( 415)

其中, p ( t ) = PNw ( t ) , q ( t ) = QN w ( t) ; w ( t ) = u 1( t ) - u 2( t ) , u1( t ) , u 2( t ) 是( 211) 的

任意两个解且 u 1( 0) , u2( 0) I B , �e0, �e1, �e2 见( 4111) , ( 4119) , ( 4125) # 

证明  p ( t ) , q ( t ) 满足方程

dq
dt

+ Aqxx + Bqxxx + Cqxxxx + QN ( �R ( u1) - �R ( u2) ) = 0 ( 416)

dp
dt

+ Ap xx + Bp xxx + Cp xxxx + PN ( �R ( u 1) - �R ( u 2) ) = 0 ( 417)

其中, �R ( u) = f ( u) x + U( u) xx - g ( u )

估计分三步:

第一步: | q( t ) | - | p ( t ) | 的估计

改写 �R ( u) - �R ( v ) = f
c
( u) w x + u2xw

Q

1

0
f

d
( N) dS+ Uc( u 1) w xx + u2xxw

Q

1

0
Ud ( N) dS

+ Ud( u1) ( u1x + u2x ) w x + u
2
2xwQ

1

0
UÊ( N) dS - w

Q

1

0
gc( N) dS ( 418)

用 q 乘( 416) , p 乘( 417) , 在 - 1
2

,
1
2

上积分后相减得到:

1
2

d
dt

[ | q |
2
- | p |

2
] + C | qxx |

2
- C | p xx |

2
- A | qx |

2
+ A | p x |

2

= - ( QN ( �R ( u1) - �R ( u2) ) , q ) + ( PN ( �R ( u 1) - �R ( u2) ) , p ) ( 419)

估计 ( QN ( �R ( u 1) - �R ( u 2) ) , q ) , 对( PN ( �R ( u 1) - �R ( u 2) ) , p ) 类似 # 

| ( f
c
( u 1) w x , q ) | [ | f

c
| L

] | w x | | q | [
A
8

| qx |
2
+

A
8

| p x |
2
+

4c9

A
| q |

2

| ( u2xwQ

1

0
f

d
dS, q ) | [ c10 | u2x | L

] | w | | q | [ c10 e
1/ 2
2 | q |

2

+
c10 e

1/ 2
2

2 ( | p |
2
+ | q |

2
)
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( Uc( u1) w xx , q) = - ( Ud( u1) u1xw x , q ) - ( Uc( u1) w x , qx )

故 | ( Uc( u1) w xx , q ) | [
3U0

2 | qx |
2
+

U0

2 | p x |
2
+

A
8 | qx |

2
+

A
8 | p x |

2
+

4c
2
11 e2

A
| q |

2

| ( u2xxwQ

1

0
Ud ( N) dS, q) | [ c11 | u 2xx | L

] | w | | q |

[ c11 e
1/ 2
3

3
2

| q |
2

+
1
2

| p |
2的 条

| ( Ud( u1) ( u1x + u 2x ) w x , q ) | [ 2c11 e
1/ 2
2 | w x | | q |

[
A
8

| qx |
2
+

A
8

| p x |
2
+

16c
2
11 e2

A
| q |

2

| ( u
2
xxwQ

1

0
UÊ( N) dS, q ) | [ c12 e2

3
2

| q |
2
+

1
2

| p |
t 2 �

| ( w
Q

1

0
qcdS, q ) | [ c13 | w | | q | [ c13

3
2

| q |
2
+

1
2

| p |
2

  2

在所有上面估计中将 p , p x 分别代以 q , qx , 有

1
2

d
dt

| q |
2
- | p |

x 2� � �
+ C | qxx |

2
- C | p xx |

2
- A | qx |

2
+ A | p x |

2

[ 2 U0 | qx |
2
+ 2 U0 | p x |

2
+ A( | qx |

2
+ | p x |

2
) + �e0( | p |

2
+ | q |

2
)

( 4110)

其中  A�e0 = 4c
2
9 + 2Ac10e

1/ 2
2 + 4C

2
11 e2 + 2Ac11 e

1/ 2
3 + 16e2c

2
11 + 2c12 Ae2 + 2Ac13 ( 4111)

利用 | qxx |
2

\ K
1/ 2
N + 1 | qx |

2
\ KN+ 1 | q |

2
, | p xx |

2
[ K

1/ 2
N | p x |

2
[ KN | p |

2 和 KN = ( 2 PN )
4
,

有

1
2

d
dt

[ | q |
2
- | p |

2
] + [ K

1/ 2
N + 1( CK

1/ 2
N+ H - 2 U0 - 2A) - �e0] | q |

2

- [ K
1/ 2
N ( CK

1/ 2
N + 2 U0) + �e0] | p |

2
[ 0 ( 4112)

当 N 满足  CKN+ 1 - 2( U0 + A) K
1/ 2
N+ 1 - CKN - 2 U0 K

1/ 2
N > 2�e0 ( 4113)

时对一切 t \ t 0 有

d
dt

[ | q |
2
- | p |

2
]

t = t
0

[ - 2[ CKN+ 1 - 2( U0 + A) K
1/ 2
N+ 1

- CKN - 2 U0 K
1/ 2
N - 2�e0] | g( t 0) |

2
< 0 ( 4114)

故有   | q ( t ) |
2

[ | p ( t ) |
2

    ( P t \ t 0)

注意( 4113) 成立的一个充分条件是

4( 2 P)
4

CN
3
+ 4 P2

[ 24 P2
CN

2
+ 16 P2

N C+ 4 P2
C - ( 4 U0 + 2A) ( N

2
+ 2N + 1) ] >

2�e0 ( 4115)

利用 2C > U0 + A, 4 P2
> 36, ( 4115) 方括号内为正, 故( 4115) 成立的一个充分条件是只要

N 满足

32 P
4

CN
3

> �e0 ( 4116)

当( 4116) 成立时, 有  | q( t ) |
2

[ | p ( t ) |
2

  ( P t \ t 0)

第二步: | qx |
2

- | p x |
2 的估计

分别用 qxx , p xx 乘( 416) , ( 417) 且在 -
1
2 ,

1
2 2

� � �

上积分后相减有
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1
2

d
dt

[ | qx |
2

- | p x |
2
] + C | qxxx |

2
- C | p xxx |

2
- A | qxx |

2
+ A | p xx |

2

- ( QN ( �R ( u1) - �R ( u2) ) , qxx ) + ( PN ( �R ( u1) - �R ( u2) ) , p xx ) = 0

( Uc( u1) w xx , qxx ) [
3 U0

2
| qxx |

2
+

1
2

U0 | p xx |
2

( Ud( u1) ( u1x + u2x ) w x , qxx ) [
A
6 | qxx |

2
+

6c
2
11 e2

A
( | p x |

2
+ | qx |

2
)

( u
2
2x

Q

1

0
UÊ( N) dS, w , qxx ) [

A
6

| qxx |
2

+
3c

2
12 e

2
2

A
( | p x |

2
+ | qx |

2
)

( 4117)

其中已利用 | w |
2

[ ( 2P)
- 1

| w x |
2

[ | w x |
2
,

u2xxw
Q

1

0
U

d
( N) dS, qxx� |[

A

6
| qxx |

2
+

3 c
2
11 e3

A
| p x |

2
+ | qx |

2

w
Q

1

0
g
c
( N) dS, qxx

C
[

A

6
| qxx |

2
+

3c
2
13

A
| p x |

2
+ | qx |

q 2

( f
c
( u 1) w x , qxx ) [

A
6

| qxx |
2
+

3c
2
9

A
( | p x |

2
+ | qx |

2
)

u2xwQ

1

0
f

d
( N) dS, qxx� �[

A

6
| qxx |

2
+

3c
2
10 e1

A
( | p x |

2
+ | qx |

2
)

以 p xx 代 qxx , 类似得到( PN ( �R ( u1) - �R ( u2) ) , p xx ) 估计, 从而最后有

1
2

d
dt

[ | qx |
2
- | p x |

2
] + C | qxxx |

2
- C | p xx |

2
- A | qxx |

2
+ A | p xx |

2

[ ( 2 U0 + A) ( | qxx |
2

+ | p xx |
2
) + �e1( | p x |

2
+ | qx |

2
) ( 4118)

其中

A�e1 = 12c
2
11 e2 + 6c

2
11 e3 + 6c

2
12 e

2
2 + 6c

2
13 + 6c

2
9 + 6c

2
10 e1 ( 4119)

利用类似对 | q |
2
- | p |

2
的处理技巧, 有

1
2

d
dt

[ | qx |
2
- | p x |

2
] + [ K

1/ 2
N+ 1( CK

1/ 2
N+ 1 - 2 U0 - 2 A) - �e1] | qx |

2

- [ K
1/ 2
N ( CK

1/ 2
N + 2 U0) + �e1] | p x |

2
[ 0 ( 4120)

当 32 P4
CN

3
> �e1 ( 4121)

时, 只要  | qx( t 0) | = | p x ( t 0) | , 则对一切 t \ t 0 有

| qx ( t ) |
2

[ | p x ( t ) |
2

第三步: | qxx |
2
- | p xx |

2 的估计

分别用 qxxx , p xxx 乘以( 416) , ( 417) 且在(- 1/ 2, 1/ 2) 上积分后相减

1
2

d
dt

[ | qxx |
2

- | p xx |
2
] + C | qxxxx |

2
- C | p xxxx |

2
- A | qxxx |

2
+ A | p xxx |

2

= ( QN ( �R ( u1) - �R ( u2) ) , qxxxx ) - ( PN ( �R ( u1) - �R ( u2) ) , p xxx ) ( 4122)

估计 ( QN ( �R ( u 1) - �R ( u 2) ) , qxxxx ) ) , 分部积分一次, 有

( �R ( u1) - �R ( u 2) ) x = Uc( u1) w xxx + u2xxxwQ

1

0
Ud ( N) dS + UÊ( u1) ( u

2
1x +

u 1xu2x

+ u
2
2x ) w x + w u

3
2x

Q

1

0
U

( 4)
( N) dS+ 3 Ud( u1) u 1xxw x
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+ 3 Ud( u 1) u2xw xx + 3 u2xu 2xxwQ

1

0
UÊ( N) d S +

f
c
( u 1) w xx

+ u2xxwQ

1

0
f

d
( N) dS + f

d
( u1) ( u 1x + u2x ) w x

+ u
2
2xw

Q

1

0
f

Ê
( N) d S- g

c
( u1) w x - u2xw

Q

1

0
g

d
( N) dS

( 4123)

有:   ( Uc( u1) w xx , qxxx ) [
3 U0

2
| qxxx |

2
+

U0

2
| p xxx |

2

( u2xxxwQ

1

0
Ud ( N) dS, qxxx ) [ c11 | u 2xxx | | w | L

] | qxxx | [ c11e
1/ 3
3 | w x | | qxxx |

[
A

16 | qxxx |
2

+
8c

2
11 e3

A
( | qxx |

2
+ | p xx |

2
)

上式 已 利 用 | w | L
] [ 2 | w |

1/ 2
( | w |

1
2 + | w x |

1
2 ) [

2

2 P
| w x

|
1
2 | w x |

1
2 +

1

2 P
| w x |

1
2

Q
[

2

P
| w x | [ | w xx | , 注意 | w x | [

1
2 P

| w xx | [ | w xxp |

( UÊ( u1) w x ( u
2
1x + u 1xu2x + u

2
2x) , qxxx ) [ 3c12 | w x | e2 | qxxx |

[
A

16
| qxxx |

2
+

72c
2
12 e

2
2

A
( | p xx |

2
+ | qxx |

2
)

w u
3
2x

Q

1

0
U

(4)
( N) dS, qxxx [ c14 | u2x |

3
L

6 | w | L
] | qxxx |

[ c14 | u2x |
2

| u 2xx | | w x | | qxxx |

[
A

16
| qxxx |

2
+

8c
2
14 e

2
1 e2

A
( | p xx |

2
+ | qxx |

2
)

( 3 Ud( u 1) u1xxw x , qxxx ) [ 3c11 e
1/ 2
2 | w xx | | qxxx |

[
A

16
| qxxx |

2
+

72c
2
11 e2

A
( | p xx |

2
+ | qxx |

2
)

3u2xu 2xxw
Q

1

6
U Ê( N) dS, qxxx� x [ 3c12 | u2x | L

] | w | L
] | u 2xx | | qxxx |

[ 3c12 e
1/ 2
2 | w xx | | qxxx |

[
A

16
| qxxx |

2
+

72c
2
12 e2

A
( | p xx |

2
+ | qxx |

2
)

( 3 Ud( u 1) u2x w xx , qxxx ) [ 3c11 | u 2x | L
] | w | xx | | qxxx |

[
A

16
| qxxx |

2
+

72c
2
11 e2

A
( | p xx |

2
+ | qxx |

2
)

( f
c
( u1) w xx , qxxx ) [

A
16 | qxxx |

2
+

8c
2
9

A
( | p xx |

2
+ | qxx |

2
)

u2xxwQ

1

0
f

d
( N) dS, qxxx � u[

A

16
| qxxx |

2
+

8c
2
10 e2

A
( | p xx |

2
+ | qxx |

2
)

( f
d
( u1) ( u 1x + u2x ) w x , qxxx ) [ c10 | u 1x + u2x | | w x | L

] | qxxx |

[
A

16
| qxxx |

2
+

32c
2
10 e1

A
( | p xx |

2
+ | qxx |

2
)
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u
2
2xw

Q

1

0
f

Ê
( N) dS, qxxx x� � ( [ c15 | u2x |

2
L

4 | w | L
] | qxxx |

[
A

16
| qxxx |

2
+

8c
2
15 e

2
2

A
( | p xx |

2
+ | qxx |

2
)

( g
c
( u1) w x , qxxx ) [

A
16

| qxxx |
2
+

8c
2
13

A
( | p xx |

2
+ | qxx |

2
)

u2xwQ

1

0
g

d
( N) dS, qxxx x� � ( x[ c16 | u 2x | | w | L

] | qxxx |

[
A

16
| qxxx |

2
+

8c
2
16 e1

A
( | p xx |

2
+ | qxx |

2
)

以 p xxx 代替 qxxx 得到类似估计, 综合得到

1
2

d
dt

[ | qxx |
2

- | p xx |
2
] + C | qxxxx |

2
- C | p xxxx |

2
- A | qxxx |

2
+ A | p xxx |

2

[ 2U0( | qxxx |
2
+ | p xxx |

2
) + A( | qxxx |

2
+ | p xxx |

2
) + �e2( | qxx |

2
+ | p xx |

2
)

( 4124)

其中   A�e2 = 16c
2
11e3 + 144c

2
12 e

2
2 + 144c

2
12e2 + 16 c

2
14 e

2
1 e2 + 288c

2
11e2 + 16c

2
9

+ 16c
2
10 e2 + 64c

2
10 e1 + 16c

2
15e

2
1 + 16 c

2
13 + 16c

2
15 e1 ( 4125)

类似于第一步估计有

1
2

d
dt

[ | qxx |
2

- | p xx |
2
] + [ K

1/ 2
N+ 1( CK

1/ 2
N + 1 - 2 U0 - 2A) - �e2] | qxx |

2

- [ K
1/ 2
N ( CK

1/ 2
N + 2 U0) + �e2] | p xx |

2
[ 0 ( 4126)

类似于( 4120) , 当 N 满足

32 P
4

CN
3

> �e2 ( 4127)

时, 只要 | qxx ( t 0) | = | p xx ( t 0) | , 则对一切 t \ t 0 有

| qxx ( t ) |
2

[ | p xx ( t ) |
2

综合一, 二, 三步估计, 得到, 若存在 t 0, 使 + p ( t 0) + H
2 = + q ( t 0) + H

2 则当( 413) 成立时, 对

一切 t \ t 0 有

+ q ( t ) + H
2

[ + p ( t ) + H
2

定理 4 证完# 

k 51 吸引子的分形结构

定理 5 在引理 1 条件下, 若 | q ( t ) | > | p ( t ) | 时某 t I R 成立, 则只要 N 满足( 413) ,

我们有

| q ( t ) |
2

[ | q( t 0) |
2exp[- 2 L( t - t 0) ] ( 511)

对一切 t 0 [ t 成立, 其中

L = 32 P4
CN

3
- m ax{ �e1, �e2, �e3} ( 512)

对 qx ( t ) , qxx( t ) 有相同结论 # 即只要 N 满足( 413) , 则若 | qx ( t ) | > | p x ( t ) | , 对一切 t 0 [

t , 有

| qx ( t ) |
2

[ | qx( t 0) |
2exp[- 2 L( t - t 0) ] ( 513)

而若 | qxx( t ) | > | p xx ( t ) | , 就有

| qxx ( t ) |
2

[ | qxx ( t 0) |
2exp[- 2 L( t - t 0) ]   ( P t 0 [ t ) ( 514)

证明  利用 | w | < 2 | q | , | w x | < 2 | qx | , | w xx | < 2 | qxx | 以及 | w | [ | w x | , | w x | [
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| wxx | , 分别用 q, qxx , qxxxx 与( 416) 相乘且在(- 1/ 2, 1/ 2) 上积分, 在定理4证明中的估计中再

分别利用 | p | < | q | , | p x | < | qx | , | p xx | < | qxx | , 就得到,

1
2

d | q |
2

d t
+ [ K

1/ 2
N+ 1( CK

1/ 2
N + 1 - 2A- 2 U0) - �e0] | q |

2
[ 0

1
2

d
dt

| qx |
2
+ [ K

1/ 2
N+ 1( CK

1/ 2
N+ 1 - 2A- 2 U0) - �e1] | qx |

2
[ 0

1
2

d
dt

| qxx |
2
+ [ K

1/ 2
N+ 1( CK

1/ 2
N+ 1 - 2A- 2U0) - �e2] | qxx |

2
[ 0

展开 K1/ 2
N+ 1( CK

1/ 2
N + 1 - 2A- 2 U0) - �e i 利用 2 C > A+ U0 有

K1/ 2
N+ 1( CK

1/ 2
N+ 1 - 2A- 2 U0) - �ei > 16 P4

CN ( N + 1)
3
- �ei

       > 32 P4
CN

3
- �ei = L > 0   ( i = 0, 1, 2)

由此立得结论# 

定理 6  若 N 满足( 413) , 方程( 211)的吸引子 A有如下包含关系

AAE
( k) 和 AAG

]

j = k
E

( j )
  ( P k \ 1) ( 515)

特别有

AA # ] ( 516)

其中, E
( k )为定理 2 中所列集合, 而

# ] = G
]

j = 0
G

]

k= 1
S

j
( t * ) E

( k )
( 517)

证明 记 #为H
2
( 8) 空间中闭锥# 首先证明AA## 其中 # = { u, v I B , + u- v + H

2

[ 2 + PN ( u - v ) + H
2} , N 满足( 413) , 则 A与 # 有三种位置关系

( �)  AA#

( �)  AH# = <

( �)  AH# = #1

对于( �) , 结论已成立# 对于( �) , 设 u1( t ) , u2( t ) 是 A中任意两点, 由设 + q ( t ) + H
2 >

+ p ( t ) + H
2, 但是下面三个不等式关系中若至少有一个成立

| q ( t ) | > | p ( t ) | ( 518)

| qx ( t ) | > | p x ( t ) | ( 519)

| qxx ( t ) | > | p xx ( t ) | ( 5110)

例如 | qx ( t ) | > | p x( t ) | , t 固定, 由于过 u 1, u2 的全轨位于 A中, 利用定理 5, 令 t - t 0 y ]

推知 | qx ( t ) | = 0, 以而由( 519) , | p x ( t ) | = 0这与( 519) 矛盾, 对( 518) , ( 5110) 有类似结论

# 这表明 ( �) 不会发生# 

对于( �) , 记 # c
= A/ #1, #

c 是H
2
( 8 ) 中开集# 设 u1( t ) , u 2( t ) 是 # c 中任意两点, 则对

于任何 t 0 [ t , 有 u 1( t 0) , u2( t 0) I #
c

# 若不然, 设 u1( t 0) , u2( t 0) I #1, 从而 u 1( t 0) , u2( t 0)

I #, 即 h( t 0) C + q ( t 0) + H 2 - + p ( t 0) + H 2
[ 0, 但 u 1( t ) , u2( t ) I #

c
, 故 h( t ) > 0, 由

h ( t ) 关于 t 连续, 必存在 t 1: t 0 [ t 1 使 h( t 1) = 0, 由定理4推知当�t \ t 1 时, h( �t ) [ 0, 特别

h ( t ) [ 0 矛盾 # 故对一切 t 0 [ t , u1( t 0) , u2( t 0) I #
c
, 利用( �) 证明推知 #c 是空集, 即 A

A ## 综合( �) ~ ( �) 得到 AA ## 

现在可以证明( 515) , 对任何 k \ 1,

记 Aj
1
, , , j

k
= �BHk

R( a j
1
,- , j

k
) H A, 于是

S ( t * ) Aj
1
, , , j

k
A S ( t * ) ( �BHk

R ( aj
1
, , , j

k
) H S

k
( t * ) B ) , 但是 Aj

1
, , , j

k
A AA # 由 A不变
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性, S ( t * ) Aj
1
, , , j

k
A S ( t * ) A= AA# , 再据 Ek+ 1, j

1
, , , j

k
定义知: S ( t * ) Aj

1
, , , j

k
A Ek+ 1, j

1
, , , j

k
,

由

A= S ( t * ) AAS ( t * ) G

k
0

j
1
= 1

s
j
k
= 1

( �BHk
R ( aj

1
, , , j

k
) H A)

A G

k
0

j
1
= 1

s
j
k
= 1

S ( t * ) ( �BHk
R ( aj

1
, , , j

k
) H A)

= G

k
0

j
1
= 1

s
j
k
= 1

S ( t * ) Aj
1
, , , j

k
A G

k
0

j
1
= 1

s
j
k
= 1

Ek+ 1, j
1
, , , j

k
= E

( k+ 1)

推知( 515) 成立, 于是( 516) 也真# 上式已利用如下事实: 由于

G
k

0

j
1
= 1

s
j
k
= 1

�BHk
R ( aj

1
, , , j

k
) 是 S

k
( t * ) B 的一个有限复盖, 从而也是 A的一个有限复盖(因为 AA

S
k
( t * ) B) , 故有

AA G
k

0

j
1
= 1

s
j
k
= 1

( �BHk
R ( aj

1
, , , j

k
) H A)

定理 6 证完# 

推论  方程( 211) 在 H
2
( 8 ) 中惯性集 M = G

0 [ t [ t
*

S ( t ) # ] , 这就改进了[ 5] 的结果 # 

定理 7  记 Uk = G
]

j= k
E

( j )
, 则{ Uk}

] 构成吸引子 A的一个紧分形局部化指数型逼近序列,

特别有

A= H
]

k= 1
Uk  且 disH 2( Uk , A) [ c0exp[- c1 k ] ( 5111)

只要 N 满足( 413) , 其中 c0, c1 是常数# 

证明  由[ 5] 及定理 3, Uk 是H
2
( 8) 中紧分形集, 由定义知 U1 B U2 B , B Uk B Uk+ 1

B , , 利用 H
2
( 8 ) 完备性得到:

    H
]

k = 1
Uk 是H

2
( 8 ) 空间非空紧分形集

由AAE
( k )

, P k \ 1, 故 AAUk , P k \ 1, 从而{ Uk }构成 A的一个紧分形局部化逼近序列# 设

u 是 Uk 中任一点, 则在 A中至少存在一点 v I Ek , j
1
, , , j

k
成立, 于是

    distH 2( U k , A) [ distH 2 ( u , v ) [ H
k
R = c0exp[- c1k ]

其中, C 0 = exp[ ln k] , c1 = ln
1
H

, 0 < H< 1是绝对常数 # 

由于 AA Uk  ( P k \ 1) , 于是

    AAH
]

k = 1
Uk ( 5112)

另一方面, 利用 B 正向不变性和E
( k )

A S
k
( t * ) B , 有对一切 j \ 0, E

( k+ j )
A S

k+ j
( t * ) B A

S
k
( t * ) B, 于是

    H
k

Uk A H
k

S
k
( t * ) B A H

k
( G

t \ 0
S ( t + kt * ) B) = H

k
( G

t \ kt
*

S ( t ) B ) A A ( 5113)
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( 5113) 最后一个包含关系已利用吸引子定义, 结合( 5112) , ( 5113) 推得 A= H
k

U k , 定理证完# 
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The Fractal Structure of Attractor for the Generalized

Kuramoto_Sivashinsky Equations
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Abstr a ct

In this paper, the generalized Kuramoto_Sivashinsky equations ( GKS ) with periodic initial

boundar y value pr oblem are consider ed and the constr uction o f ine rtial sets in space H 2
i s g iv e n .

F u r t h e m o r e , t h i s p a p e r g i v e s a n d p r o v e s t h e fr a c t a l s t r u c t u r e o f a t t r a c t o r s f o r G K S e q u a t i o n s , a n d

fi n d o u t a n e x p o n e n t ia ll y a p p r o x im a t i n g se q u e n c e o f c o m p a ct f r a c t a l lo ca l iz in g s e t s o f t h e a t t r a c t o r s ,

t h e s e r e s u l t s s h a r p e n a n d im p r o v e t h e c o n c l u s io n s o f t h e i n e r t i al se t s a n d a t t r a c t o r f o r G K S e q u a t io n

in [ 1, 3, 5, 7] , w hich de scr ibe a kind o f geometr ical str ucture of the at tractor s.

Key w ords  GKS equation, at tractor , ine rtial set, fr actal structur e
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