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摘   要

本文中,对[ 1]中提出的粘弹性结构动力响应的近似边界元方法给出了必要的理论分析, 得到

了近似解的存在唯一性定理和误差估计# 基于这些结论给出了网格宽度与基本解中截断项数的

选取原则# 本文中得到的理论结果和[ 1]中数值实验结果是一致 #的

  关键词  动力响应  粘弹性  近似边界元法  误差估计

k 11 引   言

[ 1]中利用在拉氏区域给出的两类近似基本解和相应的近似边界元方法计算了矩形域上

粘弹性薄板的动力响应问题, 计算实例分析表明只有当近似基本解的截断阶数 k 和最大网格

宽度满足一定的匹配关系时才能得到足够精度的近似解# 本文从理论上给出了近似边界元方

法的误差估计同时提出了 h 和 k 相匹配的准则# 因为 Bellman 逆变换的误差分析已有成熟的

结论
[ 5]

, 这里只讨论采用[ 1] 中的近似边界元方法求得的在拉氏空间中的近似解的收敛性和

误差估计# 

微分型本构关系的粘弹性薄板的动力响应经 Laplace 变换后, 在 Laplace 区域中应满足如

下形式的方程

¨4
w + Hw = f   ( 8)

w | # = w 0,  5w /5 n | # = g 0,  H= Qhs/ �D or
(111)

其中 8 < R
2 是凸多边形区域, n 是 8 的单位外法向量, s 是拉氏变换参数, �D 是 s 的多项式函

数, Q, h 为常数# #是 8 的边界# 

为讨论方便起见我们讨论间接边界元法# 先考虑如下齐次方程的内外边值问题

¨4
w + Hw = 0   ( 8 G 8c, 8c = R

2 \ �8 )

w | # = w 0,  5w /5 n | # = g 0 �
(112)
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当采用传统的边界元法时, 齐次方程的计算方法如下: 方程( 112)的基本解为

w
*

( p , q) = ( L
2
/ 2P�D ) K el 0( r / L

2
) ,  r = | p - q | ,  L

4
= �D/ Qhs

K el 0 为零阶 Hankel 函数# 类似 [ 2] 中推导知内外边值问题 ( 112) 分别在 H
2
( 8 ) 和加权

Sobolev 空间 W
2
0( 8c) 中有唯一解, 且其边界积分方程为:

A( Q ) w
-

( Q ) + ( 2P- A( Q ) ) w
+

( Q )

2P
= Q#

R( P ) w
*

( P , Q ) - U( P )
5w

*
( P , Q )

5 nP讨 论 dSP

Q I #     ( 113)

其中

R( P ) =
5$w
5 n

的方 =
5$w

5 n
- -

5$w

5 n
+ ,  U( P ) = [ $w ] = ( $w )

-
- ( $w )

+

A( Q)表示在角点 Q 处 # 的两条切线间的夹角# 

w
+

( Q ) = lim
P y Q
P I 8 c

w ( P ) ,  Q I # ,  w
-

( Q) = lim
P y Q
P I 8

w ( P ) ,  Q I #

n
+ 表示外法线, n

- 表示内法线# 此外(113)中 R, U还应满足如下约束条件

Q#
R( P ) dS = 0

Q#
R( P ) v ( P ) - U( P)

5 v ( P)
5 n

Ma dSP = 0,   Pv I P 1 \ P 0  

(114)

其中 P 0 和 P 1 分别表示零次和一次多项式空间# 若 Q 是 # 上的光滑点, 则 A( Q ) = P, 此时

(113)可写为

w ( Q) =
1
2

w
-

( Q) + w
+

( Q- sh ) = Q#
R( P ) w

*
( P , Q) - U( P)

5w
*

( P , Q )
5 nP

�dSP

Q I #     (115)

利用( 113)或( 115)求出 R, U, 将其代入积分方程

w ( q) = Q#
R( P ) w

*
( P , q ) - U( P)

5w
*

( P , q )
5 nP

dSP ,   q I 8 G 8c (116)

即可求得方程( 112) 的解 w ( q ) # 

若 w
*

( p , q )= w
*
k ( p , q) + Rk ( p , q) , | R k( p , q ) | y 0 ( k y ] ) , 则称 w

*
k 为(112) 的近

似基本解, Rk 是近似基本解的余项# 在[ 1] 中当 8 = [ - P, P] @ [ - P, P] 时给出了两类近似

基本解 w
*
k , R k 和 �w

*
k , �R k# 它们分别为

w
*
k ( p , q ) =

1
4P�m

+
1

2P3 E
k

l= 1

cos l ( N- x )

s�Dl
4

+ �m
+ E

k

t = 1

cos t ( G- y )

s�Dt
4
+ �m

+
1

P2 E
k

l = 1
E

k

t= 1

cos l ( N- x ) # cos t ( G- y )

s�D ( l
2

+ t
2
)
2
+ �m

Rk( p , q ) = w
*

- w
*
k G

(117)

式中, �m = Qhs
2
, p = ( x , y ) , q ( N, G) # 

�w *
k ( p , q) = w

*
0 ( p , q) + ( w

*
k ( p , q ) - �w *

k ( p , q) )

�R k( p , q ) = w
*

- �w
*
k

(118)

其中 w
*
0 是双调和方程 �D ¨4

w = 0的基本解, �w
*
k 是w

*
0 的双三角级数形式的近似基本解# 
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当用 w
*
k ( �w *

k )代替(113)、(115)、(116)中的 w
* 时就得到了近似边界元方法# 在第二节

中我们将讨论齐次方程( 112)的近似边界元方法的误差估计# 在第三节中将问题推广到到非

齐次的情形并给出必要的结语# 

k 21 齐次问题近似边界元方法的误差估计

为了使用方便先复述若干间接边界元方法的有关结论# 

记

V( # ) B= H
- 3/ 2

( #) @ H
- 1/ 2

( #) , V
0

( #) = { ( R, U) I V( #) | ( R, U) 满足条件( 114) } <

V# 

设 v = ( R, U) I V ( #) 其范数定义为

+ v + V = +( R, U) + V = + R+2
- 3/ 2, # + +U+2

- 1/ 2, # (� � 3 )
1/ 2

若已知函数 w 0 I H
3/ 2

( #) , g0 I H
1/ 2

( #)时, 则通过解如下边界变分问题

求 v = ( R, U) I V
0

, 使其满足

b( v , vc) = 3v 0, vc4,   P v c = ( Rc, Uc) I V

b( v , vc) = Q#Q#
R( P ) Rc( Q ) w

*
( P, Q ) - U( P ) Rc( Q )

5 w
*

( P, Q )

5 nP
dSPdS Q

- Q#Q#
R( P) Uc( Q )

5 w
*

( P , Q )

5 nQ
- U( P ) Uc( Q )

52 w
*

( P , Q )

5 nP5 nQ P

� � 0

dSPdSQ

3v 0, vc4 = Q#
w 0( Q ) Rc( Q ) dSQ - Q#

g0( Q ) Uc( Q ) dS Q ,  v 0 = ( w 0, g 0)

( 211)

求出 v ( R, U) I V
0

后, 代入积分表达式(116) , 即可得到平面上任意点处的解# 当用近似基本解

w
*
k 代替(116)和(211)中的基本解 w

* 时, 我们得到具近似基本解的边界元方法(ABEM) # 

现在对( 211)进行离散, 用 # 上一组分点剖分边界 # 为 #h, h 为剖分 #h 中的最大单元长

度, 要求 #h I Jh , Jh 是拟一致剖分族
[ 3] # 若 # 为多边形, 可选 #h = ## 记 V

( n)
h < H

- 3/ 2
( # )

和 V
( m )
h < H

- 1/ 2
( #)分别是分段 n 次和m 次多项式函数构成的连续边界元空间, n , m 是非

负整数# 令 V
( n, m )
h B= V

( n)
h @ V

( m )
h , 显然 V

( n, m )
h < V # 我们先讨论由(117)中给出的近似基本

解 w
*
k , 则具近似基本解的变分方程(211)的离散形式为:

求 v
( k)
h = ( R( k)

h , U( k )
h ) I V

( n, m )
h , 使其满足

bk ( v
( k)
h , vc) = 3v 0, vc4,   P vc I V

( n, m )
h

bk ( v
( k)
h , vc) = Q#Q#

R
( k )
h ( P ) Rc( Q ) w

*
k ( P , Q ) - U

( k )
h ( P) Rc( Q )

5 w
*
k ( P , Q )

5 nPp �dSPdSQ

- Q#Q#
R

( k)
h ( P ) Uc( Q )

5 w
*
k ( P, Q )

5 nQ
- U

( k)
h ( P ) Uc( Q )

5
2

w
*
k ( P, Q )

5nP5 nQ�
dSPdS Q

v 0 = ( w 0, g 0) I V
( n , m )
h ,  3v 0, v c4定义同( 2116 )

( 212)

bk 是定义在 V
( n, m )
h @ V

( n, m )
h 上的双线性形式, 若离散变分方程( 212)有唯一解 v

( k )
h = ( R( k )

h ,

U( k )
h ) , 将其代入如下积分表达式
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w
( k)
h ( q ) = Q#

R
( k )
h ( P ) w

*
k ( P , q) - U

( k )
h ( P)

5w
*
k ( P , q )

5 nP方 法 dSP ,  q I 8 G 8c (213)

便得到近似解 w
( k )
h ( q ) # 这种方法我们称之为近似边界元法# 

在讨论变分方程( 212)解的存在唯一性及误差估计之前, 先引入如下几个引理# 首先不难

计算得到

引理 1  ( 117)中 w
*
k , Rk 和( 118) 中 �w *

k , �R k 分别满足如下估计

+w
*
k +0, #@ # [ D 1 B= 1

4P�m
+

1
s�D

I� � ( # ,  5w
*
k

5 n 0, # @ #
[ D2 B= 1

s�D
#

Rk( P , Q ) [
C 1

k
2 ,  

5Rk( P , Q )

5 nP
[

C2

k
,  

5R k( P , Q)

5 nQ
[

C 2

k

Q#Q#
U( P) Uc( Q )

52
Rk ( P , Q )

5 nP5 nQ
dSPdS Q [

C3

s�D
1
k

+U+0, # # +Uc+0, #0

 +
1

k
2 +U+1, # +Uc+1, # ,  P U, Uc I V

( m )
h

+�w *
k +0, #@ # [ D 1,

5 �w *
k

5 n 0, #@ #
[ 1

s�D # = D 2

�R k( P , Q ) [
C 1

k
6 ,  

5�Rk( P , Q )

5 nP
[

C2

k
5 ,  

5�R k( P , Q)

5 nQ
[

C 2

k
5

52�R k( P , Q)

5 nP5 nQ
[

C 3

k
4(

(214)

式中 D1, D2, C1, C 2, C3 均为常数# 

下面的两个引理是已知的, 可参看[ 3, 4] # 

引理 2
[ 3]  设 #是凸多边形, V h 是分段 m 次多项式的连续边界元空间, V h < H

-
1
2 ( #) ,

则对所有 WI V h, 成立估计式

+ W+ s [ Ch
t- s +W+ t (215)

这里 t [ s< m+ 1/ 2# 

引理 3
[ 4]  条件同引理 2, 另设 t 0< m+ 1/ 2, t 0 [ s [ m+ 1, 那么对任意 u I H

s
( #) , 存在

一个函数 WI V h, 满足

+ u - W+ t , # [ Ch
s- t +u + s, # ,   P t [ t 0 (216)

这里 C 为常数# 

下面两个定理分别给出了离散近似边界元方法解的存在唯一性定理和解的误差估计# 

定理 4  对给定的剖分网格宽度 h , k 只要足够大, 变分方程( 212)在边界元空间 V
( n, m )

( #)中有唯一解# 

证明  首先证明 bk (#, #) 具 V
( n, m )
h ( #) _强制性, 即

bk( vc, vc) \ B+vc+2
V ,   P vc = ( Rc, Uc) I V

( n, m )
h

由( 211)、( 212) 可知  bk( vc, vc) = b( vc, vc) - dk( vc, vc)

这里

dk ( v , vc) = dk( ( R, U) , ( Rc, Uc) )
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= Q#Q#
R( P ) Rc( Q ) Rk( P , Q ) - U( P ) Rc( Q )

5R k( P, Q)

5 nP
  � dSPdS Q

- Q#Q#
R( P ) Uc( Q)

5Rk( P , Q )

5 nQ
- U( P) Uc( Q )

52
Rk( P , Q )

5 nP5 nQ
! ! � dSPdSQ

Pv = ( R, U) ,  vc = ( Rc, Uc) I V
( n, m )
h

由引理 1, 得如下估计:

dk( vc, vc) [ C
s�D

1

k
2 + R+0, # + Rc+0, # +

1
k

+U+0, # + Rc+0, #

+
1
k

+ R+0, # + Uc+0, # +
1
k

+U+0, # +Uc+0, # +
1

k
2 +U+1, # +Uc+1, #

由引理 2 有

+R+0, # [ Ah
- 3/ 2 + R+- 3/ 2, #, +U+0, # [ Bh

- 1/ 2 +U+- 1/ 2, #

+U+1, # [ Ch- 3/ 2 +U+- 3/ 2, #,   PR I V
( n)
h , U I V

( m )
h

A, B, C为常数# 因此对给定的网格宽度 h I (0, 1) , 有

dk( v , vc) [ C
s�D

1

kh
3 +R+2

- 3/ 2, # + +U+2
- 1/ 2,# #� � �

1/ 2 + Rc+2
- 3/ 2, #

+ +Uc+2
- 1/ 2, #

1/ 2
=

K
kh

3 +v +V +vc+ V (217)

易证 b (#, #)具 V_强制性, 故

bk ( v , v ) \ M +v +2
V -

K

kh
3 + v +2

V = M -
K

kh
3

� � Q

+ v +2
V ,   P v I V

( n, m )
h

对选定的 h I (0, 1) , 注意到 N = M - K / kh
3 y M ( k y ] ) , 因此当 k 足够大时有N > 0, 即 bk

( v , v ) 具 V
( n, m )
h _强制性# 由 b (#, #)的强制性及 dk( #, #)的有界性(见(217)式) , 容易得到 bk

(#, #) 是 V
( n, m )
h @ V

( n, m )
h 上的有界双线性泛函# 并且显然3v 0, vc4是 V

( n, m )
h 上的有界线性

泛函# 由 Lax_M ilgram 定理, 变分方程( 212) 在 V
( n, m )
h 中有唯一解# 证毕

定理 5  设 #, h, V
( n, m )
h 如前定义, RI H

n+ 1
( #) , UI H

m+ 1
( #) 并且 v = ( R, U) , v

( k )
h =

( R( k )
h , U( k)

h ) I V
( n, m )
h 分别是(211)、(212)的解# 当 k 足够大时, 有估计

+R- R( k)
h +- 3/ 2, # + +U- U( k)

h +- 1/ 2, # [ a h
n+ 5/ 2 + R+n+ 1, #

+ h
m+ 3/ 2 + U+ m+ 1, # + k

- 1
h

- 3 +( R, U) +v V (218)

证明

+v
( k )
h - vc+2

V [ b v
( k )
h - vc, v

( k )
h - vc = b v - vc, v

( k)
h - vc

" " h

+

dk v
( k )
h , v

( k )
h - vc� �+ �

[ C0 + v - vc+ V + v
( k)
h - vc+ V +

K

kh
3 + v

( k)
h + V + v

( k )
h - vc+ V ,

Pvc= ( Rc, Uc) I V
( n, m )
h

从而得

 +v
( k )
h - vc+V [ C 0 +v - vc+ V +

K

kh
3 + v

( k )
h +V (219)

由于  +v
( k )
h - v + V [ + v - vc+ V + + v

( k)
h - vc+V [ C

c
0 + v - vc+ V +

K

kh
3 + v

( k)
h + V

因此  +v - v
( k)
h + V [ C

c
0 inf

vcI V
( n, m )

h

+v - vc+ V +
K

kh
3 + v

( k)
h + V
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[ C
c
0 inf

RcI V
( n)

h

+ R- Rc+- 3/ 2, # + inf
UcI V

( m )

h

+U- Uc+- 1/ 2, #� � � +
K

kh
3 +v

( k )
h + V ( 2110)

由引理 3 及三角不等式有

    inf
RcI V ( n)

h

+ R- Rc+- 3/ 2, # [ a1h
n+ 5/ 2 + R+n+ 1, # ( 2111)

    inf
UcI V

( m )

h

+U- Uc+- 1/ 2, # [ a2 h
m+ 3/ 2 +U+m+ 1, # ( 2112)

    + v
( k)
h + V [ + v + V + + v - v

( k )
h +V ( 2113)

将( 2110) ~ ( 2113)式代入( 219)式得

1- K k
- 1

h
- 5/ 2� 1+ v - v

( k )
h +V [ a0 h

n+ 5/ 2 + R+n+ 1, #

+ h
m+ 3/ 2 +U+m + 1, # + k

- 1
h

- 3 + v + V�

注意到对给定的网格宽度 h I ( 0, 1) , 1- K k
- 1

h
- 5/ 2 y1( k y ] ) , 因此当 k 足够大时, 有 1-

K k
- 1

h
- 5/ 2> 1/ 2, 从而得

+v - v
( k )
h + V [ a h

n+ 5/ 2 + R+n+ 1, # + h
m+ 3/ 2 +U+m+ 1, # + k

- 1
h

- 3 + v + V

! ! �� �

( 2114)

由于

+R- R( k)
h +- 3/ 2, # [ + v - v

( k )
h + V , + U- U( k )

h +- 1/ 2, # [ +v - v
( k)
h + V

因此得到估计式( 218) # 证毕

最后利用上述估计式容易得到解的如下误差估计:

定理 6  假定同定理 5, 设 w ( q) , w
( k )
h ( q )分别是由积分表达式( 116)、( 213)得到的精确

解和近似解, 则有如下估计

+w - w
( k )
h +0, 8 [ M 1 h

n+ 1 + R+n+ 1, # + h
m +U+m+ 1, #

� �定 的 选

+ M 2k
- 1

h
- 9/ 2 +v + V

+ M 3 k
- 1 + R+0, # + +U+0, #(� � ,# ( 2115)

式中 M 1, M 2, M 3 为常数# 

证明  先估计

w ( q ) - w
( k )
h ( q ) [ Q#

R( P ) - R( k)
h ( P ) # w

*
k ( P , q ) dSP + Q#

U( P)

- U
( k )
h ( P ) #

5w
*
k ( P , q )

5 nP
dSP + Q#

R( P ) # R k( P, q ) dSP

+ Q#
U( P ) #

5Rk( P , q )

5 nP
dSP

[ +R- R( k)
h +0, # +w

*
k +0, # + +U- U( k )

h +0, #
5w

*
k

5 nP 0, #

+
C1

k
2 +R+0, # +

C2

k
+U+0, # ( 2116)

由引理 2 得

+R- R
( k)
h +0, # [ + R- Rc+0, # + + R

( k )
h - Rc+0, #

[ + R- Rc+0, # + b1 h
- 3/ 2 +R( k )

h - Rc+- 3/ 2, #

[ + R- Rc+0, # + b1 h
- 3/ 2 +v

( k )
h - vc+ V ,   P Rc I V

( n)
h

同理

+U- U( k )
h +0, # [ +U- Uc+0, # + b 2h

- 1/ 2 +v
( k )
h - vc+ V

于是引理 1

100 丁   睿   朱  正  佑   程  昌  钧



+R- R
( k)
h +0, # + w

*
k +0, # + +U- U

k
h +0, #

5w
*
k

5 nP 0, #

[ M +R- R
( k)
h +0, # + +U- U

( k )
h +0,R #� � ( I

[ M +R- Rc+0, # + + U- Uc+0, # + ( b 1h
- 3/ 2

+ b2 h
- 1/ 2

) +v
( k )
h - vc+ V-! ! ( c

[ M +R- Rc+0, # + + U- Uc+0, # + bh
- 3/ 2

( + v - v
( k )
h +V + +v - vc+ V( )

Pvc= ( Rc, Uc) I V
( n, m )
h

从而

+R- R
( k)
h +0, # + w

*
k +0, # + +U- U

( k )
h +0, #

5w
*
k

5 nP 0, #

[ M inf
RcI V

( n)

h

+ R- Rc+0, # + inf
UcI V

( m)

h

+U- Uc+0, # + bh
- 3/ 2 + v - v

( k )
h + V

+ bh
- 3/ 2 inf

vcI V
( n, m)
h

+ v - vc+ V +

由( 2111) 、( 2112)、( 2113)式得

inf
RcI V ( n, m)

h

+v - vc+ V [ inf
RcI V ( n)

h

+ R- Rc+- 3/ 2, # + inf
UcI V ( m )

h

+U- Uc+- 1/ 2, #

[ C0 h
n+ 5/ 2 +R+ n+ 1, # + h

m+ 3/ 2 +U+m+ 1, #理

将上面两式及( 2111)、( 2112) 和( 2113) 式代入 w ( q )- w
( k)
h ( q) 的估计得

w ( q ) - w
( k )
h ( q ) [ M 1 h

n+ 1 + R+n+ 1, # + h
m +U+m+ 1, #定 的

� � �

+ M 2k
- 1

h
- 9/ 2 +v + V

+ M 3k
- 1 +R+0, # + +U+0, ##

� � � (

最后由  + w - w
( k)
h +0, 8 = Q8

w ( q ) - w
( k )
h ( q)

2
d 8(�

1/ 2

立刻推出( 2115)式成立# 证毕

对于( 118) 中的近似基本解, 采用类似于定理 4~ 6 的证明可得如下结论:

定理 7  假定同定理 4, 则用近似基本解 �w *
k 代替变分方程(212)中的 w

*
k , 所得的变分方

程仍在 V
( n, m )
h 中有唯一解# 

定理 8  假定同定理 5, v = ( R, U) I V 是变分方程( 211)的精确解, v
( k)
h = R( k)

h , U( k )
h" " �Q I

V
( n , m )
h 是定理 7 中所述的变分方程的解, 此时有估计

+R- R
( k)
h +- 3/ 2, # + +U- U

( k)
h +- 1/ 2, # [ C 1 h

n+ 5/ 2 +R+n+ 1, #,

+ h
m+ 3/ 2 + U+ m+ 1, # �+ C2 h

- 3
k

- 4 + v + V ( 2117)

定理 9  假定同定理 6, w ( q) 为(112)的解, 相应近似解为

w
( k)
h ( q ) = Q#

R
( k )
h ( P ) �w

*
k ( P , q) - U

( k )
h ( P)

5 �w *
k ( P , q )

5 nPh

� �- �

dSP ,   q I 8 G 8c

v , v
( k )
h 同定理 8, 这时有如下估计

w ( q ) - w
( k )
h ( q ) [ M 1 h

n+ 1 + R+n+ 1, # + h
m +U+m+ 1, #� � *+ M 2h

- 9/ 2
k

- 4 +v + V

+ M 3k
- 5 +R+0, # + +U+0, #  ( 2118)

k 31 非齐次问题与结语

对于内外域上的非齐次方程( 111) , 其解的积分表达式为
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w ( q) = Q#
Rw *

- U( P)
5w

*

5 nP+� � ( -dSP + Q8
f ( p ) w

*
( p , q ) d 8 ,   q I 8 G 8c (311)

在边界光滑的条件下, 变量 R, U可由如下变分方程解出:

b( v , vc) = F ( vc) ,   Pvc = ( Rc, Uc) I V

F ( vc) = Q#
( w 0Rc- g 0Uc) dS Q + Q#Q8

f ( p ) Rc( Q) w
*

( p , Q)

+ Uc( Q )
5w

*
( p , Q)
5 nQ� d 8PdS Q#

(312)

这里 b (#, #)同(211)中, 将 v = ( R, U) 代入( 311) 式, 即得到方程( 111)的解# 若采用第一类近

似基本解 w
*
k , 则 v

( k )
h = R( k)

h , U( k )
h

h

I V
( n, m )
h 是如下变分方程的解

bk ( v
( k )
h , vc) = Fk( vc) ,  bk( #, #) 同(118) ,   P vc I V

( n, m)
h

Fk( vc) = Q#
[ w 0Rc- g0 Uc] dSQ + Q#Q8

f ( p ) Rc( Q ) w
*
k ( p , Q )

+ Uc( Q)
5w

*
k ( p , Q )

5 nQ �d 8PdSQc

(313)

把 v
( k )
h 代入近似解的积分表达式

w
( k)
h ( q ) = Q#

R( k )
h ( P ) w

*
k ( P , q ) - U( k )

h ( P )
5w

*
k ( P , q )

5 nP
dSP + Q8

f ( p ) w
*
k ( p , q) d 8P

(314)

得到非齐次方程( 111)的近似解 w
( k)
h # 

利用 Lax_M ilgram 定理, 与定理 4 的证明类似可得变分方程( 313)在 V
( n, m )
h 中存在唯一

#解并且还可类似地得到误差估计定理 5 和 6# 只是需在估计式( 218)和( 2115)右端分别增加

bk
- 1

h
- 3/ 2 +f +0, 8和 bk

- 2 +f +0, 8# 

由定理 6 的结论不难看出, 为保证近似解以 O ( h
n+ 1

)的速度收敛, 需要将 V
( n)
h 和 V

( m )
h

作合理的匹配, 为方便起见取 m = n + 1# 为保证(2115) 式右端第二项收敛, 还需调整 k 与h

的匹配使得 k
- 1

h
- 9/ 2 y 0# 例如当取 k> h

- ( n + 11/ 2)时, (2115) 右端将以 O ( h
n+ 1

) 的速度收敛

# 由定理 5 还可看到, 此时 v
( k )
h = ( R( k)

h , W( k )
h ) 也将以 O( h

n+ 1
) 的速度收敛到 v # 因此当采用

(117)中近似基本解时, h 和 k 的匹配关系为 k> h
- ( n+ 515) # 同样由定理 8 和定理 9 的结论可

以看出, 当 k> h
- ( n+ 515) / 4

, m= n+ 1 时, (2117)、( 2118) 式右端项将以 O ( h
n+ 1

)的速度分别

收敛到 v 和 w # 因此当采用(118)中近似基本解时, h 和 k 的匹配关系为 k> h
- ( n+ 515) / 4# 若

取 n= 0, h= 10
- 2

, 则(117) 中近似基本解的截断项数为 k> 10
11

, 而( 118)中近似基本解的截

断项数 k> 102125 # 由此可见, 在相同精度下, ( 118) 中近似基本解的截断项数要远远小于

(117)中近似基本解的截断项数# 对于[ 1] 中例 1, 若取 8 = [ - P, P] @ [ - P, P] , h = P/ 6< 1,

n= 0, 则(117) 中近似基本解的截断项 k> 12188 即可, 而( 118) 中截断项为 k> 118945# 对于

例 2, 则由于 h= P/ 6, n= 0, 因而( 118) 中近似基本解的截断项 k> 214343# 如果用( 117) 中近

似基本解, 则 k> 3511163, 而这样大的截断项在实际计算中是十分困难的# 从以上分析可以

看出在使用近似边界元方法时, 必须要注意网格宽度 h 与近似基本解中的截断项 k 的匹配,

否则很难求得满意的结果# 
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Boundary Element Method for Solving Dynamical Response of

Viscoelastic Thin Plate ( Ò) ) ) ) Theoretical Analysis

Ding Rui

( Mechanical Post doctor al St at ion , S ou thw estern Jia oton g Univ er sity , Chengdu 610031, P . R . Chin a )

Zhu Zhengyou   Cheng Changjun
( Shangha i In stitu te of Applied Ma them a tics an d Mechan ics , Shangha i 200072, P . R . China )

Abstract

In this paper, the necessary theoretical analysis for the approximation boundary element method

to solve dynamical response of viscoelastic thin plate presented in [1] is discussed. The theorem of

existence and uniqueness of the approximate solution and the error estimation is also obtained. Based

on these conclusions, the principle for choosing the mesh size and the number of truncated term in

the fundamental solution is given. I t is shown that the theoretical analysis in this paper are consistent

with the numerical results in [ 1] .

Key words  dynamic response, viscoelasticity, approximate boundary element method, error estima-

tion
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