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摘   要

本文研究一类非完整系统平衡位置流形的稳定性问题# 利用 �ÑÁÅ¿À³ 直接法和稳定性定义

将完整系统的 Lagr ange定理推广到一类非完整保守系统与耗散系统,并对该类非完整系统平衡位

置流形的渐近稳定性与耗散力间的关系作了新的表述, 最后举例说明定理的应用# 

  关键词  非完整系统  Lagrange定理  稳定性  流形  �ÑÁÅ¿À³ 直接法

k 11 引   言

自从Whit taker于 1904年首先提出非完整系统的平衡稳定性问题[ 1]以来, 国内外学者在

线性与非线性非完整系统平衡稳定性的研究方面做了大量工作, 取得了一系统列重要成果

( [ 2 ) 7] ) # 然而,迄今为止在非完整系统的稳定性分析中却很少见到有关 Lagrange定理的阐

述和应用# 文献[ 3]虽有提及,但未作专门讨论# 作为广大力学工作者所熟悉并在完整系统平

衡稳定性分析中行之有效的著名判据, Lag range定理在非完整系统中究竟有多大的适用范围,

具有什么特征, 应如何表述,其应用前景怎样,这些都还是有待于研究的问题# 本文正是基于

这一考虑, 并致力于稳定性判据的实际应用, 将 Lagrange定理推广到一类非完整系统# 这种

推广使一类非完整系统的平衡稳定性分析得到简化,实际应用比较方便# 全文在给出一类非

完整系统的平衡方程后, 利用 �ÑÁÅ¿À³ 直接法和稳定性定义证明了所推广的平衡稳定性定理

# 在定理的推广过程中还特别对一类非完整系统平衡位置流形的渐近稳定性与耗散力间的关

系作了新的表述# 最后本文以两个非完整系统的经典实例说明了定理的具体应用# 

k 21 非完整系统的运动方程与能量性质

设力学系统所受完整约束是定常的,系统的位形由 n 个广义坐标 qs( s= 1, ,, n) 确定, 系

统运动受有 g 个定常的非完整约束

Ûqe+ B = Ûqe+ B( qs, ÛqR)   
B= 1, ,, g; e = n - g

s = 1, ,, n; R = 1, ,, e
限环 (  211)

127

 应用数学和力学, 第 19 卷 第 2 期( 1998年 2月)

  Applied M athemat ics and Mechanics            应用数学和力学编委会编
重 庆 出 版 社 出 版  

¹ 辽宁工程技术大学基础部,辽宁阜新 123000



系统的运动方程可表示为广义 �±Á½Í´º¿ 方程的形式[ 4]
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其中     T
e+ B
R =

d
dt
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5Ûqe+ B

5 qe+ C
#
5Ûq e+ C

5ÛqR
Lagrange函数 L = T - 0, �L = �T - 0 ; �T 为系统动能T = T ( qs, Ûqs ) ( s = 1, ,, n ) 借助式

(211) 消去 Ûqe+ B而得的表达式# 

    �Qd
R = Q

d
R + E

g

B= 1
Q

d
e+ B

5Ûqe+ B

5ÛqR
这里广义耗散力 Q

d
s = Q

d
s( q k , Ûqk) ( s , k = 1, ,, n) 关于 Ûq k 可以是线性的, 也可以是非线性的,

且根据耗散力性质应满足 Q
d
s ( qk , 0) = 0 # 

利用文献[ 4]对方程( 212)所作的广义能量积分, 可知, 当 Lagrange函数不显含时间 t , 并

且 Ûq e+ B相对ÛqR( R= 1, ,, e)是一次齐次函数时, 若系统不受耗散力作用, 则系统具有机械能守

恒的积分, 即

    �T + 0 = h (213)

若系统受耗散力作用,则系统的机械能对时间的变化等于系统的耗散功率,即

    d
dt

( �T + 0 ) = E
e

R= 1
�Q

d
RÛqR (214)

由于耗散力的性质, 恒有

    E
e

R= 1
�Qd
RÛqR [ 0 (215)

k 31 一类非完整系统及其平衡方程

将 Ûq s= 0, &qs= 0 ( s= 1, ,, n)代入方程(211)、(212)得非完整系统的平衡方程

Ûq e+ B( qs, 0) = 0        ( B= 1, ,, g; s = 1, ,, n) (311)

5 0
5 qR

+ E
g

B= 1

5 0
5 qe+ B

5Ûqe+ B

5ÛqR
= 0   ( R= 1, ,, e; e = n - g ) (312> 0 )考虑到在非完整系统中推广 Lagrange定理的需要, 设非完整约束( 211)可表示为 Ûq

e+ B相

对ÛqR( R= 1, ,, e)是一次齐次的形式, 即

    Ûqe+ B = E
e

R= 1

5Ûqe+ B

5ÛqR ÛqR   ( B= 1, ,, g ) (313)

这里一般有5Ûqe+ B/5ÛqR= f e+ B, R( qs, ÛqS) ( s= 1, ,, n ; S= 1, ,, e) , 且5Ûqe+ B/ 5ÛqR 在系统平衡状

态 qs= q
0
s , Ûqs= 0 ( s= 1, ,, n) 的邻域内连续# 特别地, 当5Ûqe+ B/ 5ÛqR= Be+ B, R( qs) ( s= 1, ,,

n)时, 约束(313)为线性齐次定常的# 

又设系统的势能 0 为 �±Á½Í´º¿ 型, 即

    0 = 0 ( q 1, ,, qr )   ( r [ e; e = n - g) (314)

本文讨论满足上述条件( 313)、( 314)的一类非完整定常力学系统,该类系统包括非完整约
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束为一阶线性与一阶非线性的两种情况, 而 �±Á½Í´º¿ 系统则是该类系统中最常见的一个特

例# 

现在考虑一类非完整系统的平衡方程# 由于约束( 313) 对 Ûq s= 0 自然满足, 所以方程

(311)成为恒等式, 再将式(314)代入方程(312) , 则系统的平衡方程简化为

    5 0
5 qQ

= 0   ( Q= 1, ,, r ; r [ e) (315)

式( 315)即为本文所讨论的一类非完整系统无论有无耗散力作用时的平衡方程# 

假设方程( 315)彼此独立,那么由方程( 315)可确定系统在 n 维位形空间中的平衡位置为

q
0
1, ,, q

0
r; q

0
r+ 1, ,, q

0
n# 由于势能 0 仅为 q 1, ,, q r 的函数, 所以 q

0
r+ 1, ,, q

0
n 可在各自取值

范围内任意给定# 因此, 与完整系统不同, 该类非完整系统的平衡位置一般不是 n 维位形空

间中的孤立平衡点, 而是 n 维位形空间中全体平衡位置所构成的 n - r 维平衡位置流形# 设

为 D , 即

D = ( q1, ,, q n) q1 = q
0
1, ,, q r = q

0
r ; qr+ A I R , ( A= 1, ,, n - rq )  �e (316)

在实际问题中, 方程( 315)可能不全是独立的,此时平衡位置流形的维数将大于 n - r # 

k 41 一类非完整系统的 Lagrange定理

由于满足条件( 314)的系统( 212)、( 313)在流形 D 上任一给定点的平衡状态 qs= q
0
s, Ûq s=

0 ( s= 1, ,, n)的稳定性问题, 都能通过简单的坐标变换

    q
c
s = qs - q

0
s,  Ûqc

s = Ûqs   ( s = 1, ,, n) (411)

化成相应的扰动方程零解 q
c
s= 0, Ûqc

s= 0 ( s= 1, ,, n )的稳定性问题# 因此, 为简化讨论, 不失

一般性, 可设系统在流形 D 上任意给定点的平衡状态为 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0 ( s= 1, ,, n ) , 这时系统

在平衡状态附近的扰动方程即可表示为广义 �±Á½Í´º¿ 方程( 212)和约束方程( 313) # 
以下为简化表述,本文约定以 qs, Ûqs 分别表示 qs( s= 1, ,, n)及 Ûqs ( s= 1, ,, n )变量的全

体# 

定义 411  若对平衡位置流形 D 上任意给定的点 q
0
s , 存在某个 E邻域, 使得对于

qs- q
0
s < E, 且( q1- q

0
1)
2+ ,+ ( qr- q

0
r )
2 X0 的点 qs, 总有 0 ( q

0
s ) < 0 ( qs ) , 即 0 ( q

0
1, ,,

q
0
r )< 0( q1, ,, qr ) , 则称势能 0 在平衡位置流形D 上取严格极小值# 

定义 412  若对平衡位置流形 D 上任意给定的点, 系统按 �ÑÁÅ¿À³ 意义都是稳定的,则

称系统的平衡位置流形 D 是稳定的# 

有了上述准备, 我们有 Lagrange定理在一类非完整系统中的推广# 

定理 411  对于具有 �±Á½ Í´º¿ 型势能函数 0 = 0( q1, ,, qr ) ( r [ e; e= n - g ) , 并受有

满足条件

    Ûqe+ B = E
e

R= 1

5Ûqe+ B

5ÛqR
ÛqR   ( B= 1, ,, g )

的非完整约束 Ûqe+ B= Ûqe+ B( qs, Ûq R) ( R= 1, ,, e) 的定常力学系统, 若系统势能在平衡位置流形

上取严格极小值, 则无论有无耗散力作用, 该平衡位置流形是稳定的# 

证明  不失一般性, 设系统在流形 D 上任意给定的平衡位置为 q
0
s= 0# 

( 1) 首先证明系统的平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0对变量 q 1, ,, qr , Ûq 1, ,, Ûqe( r [ e)是稳定的# 
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取系统总机械能为 �ÑÁÅ¿À³ 函数

V = �T ( q 1, ,, qn , Ûq 1, ,, Ûqe ) + 0( q 1, ,, qr )   ( r [ e, e = n - g) (412)

其中预先嵌入约束( 313)的动能

  �T =
1
2 E

e

R= 1
E

e

S= 1
aRS( qs) Ûqs ÛqS   ( s = 1, ,, n) (413)

由动能的物理意义知,在一般情况下,不管 qs 取什么值, 只要 Ûq 1, ,, Ûqe 不同时为零, 总有 �T >

0, 所以, �T 仅是广义速度 Ûq 1, ,, Ûqe 的正定齐二次函数# 

取平衡位置 q
0
1= ,= q

0
r= 0的势能 0 (0, ,, 0)= 0, 由定理 411条件与定义 411知, 只要

qQ( Q= 1, ,, r )不同时为零, 总有严格不等式

  0( q1, ,, qr ) > 0 (0, ,, 0) = 0 (414)

成立,所以, 0 为 q1, ,, qr 的正定函数# 由此可知, V = �T + 0 关于变量 q 1, ,, qr , Ûq 1, ,, Ûqe

正定# 

又因为 V 沿方程( 212) 解的导数为

  ÛV = E
e

R= 1
�Qd
RÛqR

当系统不受耗散力作用时, ÛV = 0, 当系统受耗散力作用时, ÛV [ 0, 所以, 在这两种情形下, 系统

的平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0相对变量 q1, ,, qr , Ûq 1, ,, Ûqe( r [ e)都是稳定的# 

( 2) 其次证明系统的平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0相对变量 Ûq e+ 1, ,, Ûq n, qe+ 1, ,, qn 稳定# 

( a) 因为方程组( 313)中5Ûqe+ B/5ÛqR 在平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0邻域内连续, 所以, 在该邻域

内对任意给定的 T \0, t 0> 0, 在[ t 0, T ] 或[ T , t 0] 上,

5Ûqe+ B

5Ûq 1
[ M 1, ,,

5Ûq e+ B

5Ûqe
[ M e

令 M = max{ M 1, ,, M e } , 现任给 E> 0, 取 E1= E/ eM > 0, 由( 1) 的证明已知平衡状态相对 Ûq R
( t ) ( R= 1, ,, e) 稳定, 就是存在 D1> 0, 使得 ÛqR( t 0) < D1 ( R= 1, ,, e ; t 0 为初时刻) 时,

Ûq R( t ) < E1 总成立# 因为

Ûq e+ B [
5Ûq e+ B

5Ûq 1
Ûq 1 + ,+

5Ûqe+ B

5Ûq e
Ûq e < eME1 = eM # E

eM
= E

( t 0 [ t [ T ) 或( T [ t [ t 0)

这样 Ûq e+ B( t ) < E, 又 Ûq e+ B( t 0) < E, 令 0 < D< E, 那么, 由于 T 是任意给定的, 当

Ûq e+ B( t 0) < D时, Ûq e+ B( t ) < E对一切 t \0 总成立# 所以, 按定义知, 系统的平衡状态 q
0
s

= 0, Ûq 0s= 0相对变量 Ûqe+ B( B= 1, ,, n- e) 是稳定的# 

( b) 再证系统的平衡状态相对变量 qe+ B( B= 1, ,, n- e)稳定# 用反证法, 注意

  qe+ B( t ) = Q
t

t
0

Ûq e+ B( t ) dt + qe+ B( t 0)   ( B= 1, ,, n - e) (415)

依( a)已证得系统的平衡状态相对变量 Ûqe+ B( t )稳定, 现假定相对 qe+ B( t )不稳定, 则对某个正

数 E> 0(取 E= E1+ qe+ B( t 0) ) , 存在 D> 0, t 1> 0, 使得 qe+ B( t 0) < D时, qe+ B( t 1) \E

成立, 于是

qe+ B( t 1) = Q
t
1

t
0

Ûq e+ B( t ) dt + qe+ B( t 0) \ E

但是
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Q
t
1

t
0

Ûq e+ B( t ) dt + qe+ B( t 0) \ Q
t
1

t
0

Ûqe+ B( t ) dt + qe+ B( t 0) \ E

所以,按积分中值定理

    Ûq e+ B( N) t 1- t 0 \ E- qe+ B( t 0) = E1 > 0

则

    Ûq e+ B( N) \
E1

t 1- t 0
= E0 > 0   ( t 0 < N< t 1)

于是,对任何 D> 0, 某个数 E0> 0, 存在 N> t 0, 当 Ûq e+ B( t 0) < D时, 使 Ûqe+ B( N) \E0 成立,

这显然与平衡状态相对 Ûq e+ B( t )稳定相矛盾# 由此可见, 系统的平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0 相对

变量 qe+ B( B= 1, ,, n - e)是稳定的# 

( 3) 当 r< e 时, 尚需证明系统的平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0相对变量 q r+ 1, ,, qe 稳定# 

q r+ l ( t ) = Q
t

t
0

Ûqr+ l ( t ) dt + qr+ l ( t 0)   ( l = 1, ,, e - r ) (416)

因为依( 1)已知平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0相对变量 Ûqr + l稳定, 类似( 2)- (b) 用反证法依同样步骤

证得平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0相对变量 qr + l ( l = 1, ,, e- r )稳定# 

至此, 我们已证得具有 �±Á½Í´º¿ 型势能函数( 314) ,并受有满足条件( 313)的非完整约束

( 211)的定常力学系统在流形 D 上任一给定的平衡位置处, 符合定理 411条件时, 无论有无耗

散力作用, 相对全部变量 q 1, ,, qn, Ûq 1, ,, Ûqn 是稳定的# 于是按定义 412, 系统的平衡位置流

形是稳定的# 定理 411证毕# 

现在进一步考虑系统在耗散力作用下平衡位置流形 D 的渐近稳定性# 

设约束( 313)中5Ûq e+ B/ 5ÛqR 在平衡状态 qs= q
0
s I D , Ûqs= 0的邻域内连续; 且对一切 t \0

有界# 

若系统相对独立的广义速度 ÛqR( t ) ( R= 1, ,, e)受完全耗散力 Q
d
R( R= 1, ,, e)作用, 则

    E
e

R= 1
�Q

d
RÛqR = E

e

R= 1
Q

d
R + E

g

B= 1
Q

d
e+ B

5Ûqe+ B

5ÛqR"# "Ûq R
= 0   ( ÛqR = 0)

< 0   ( ÛqR X 0( )
(417)

这里无论 Q
d
e+ B( B= 1, ,, g )是否存在, 只要 Q

d
R X0, 这个关系总成立# 因此, 这个条件比通常

所说的完全耗散力条件 Q
d
s X 0 ( s= 1, ,, n) 要宽松些# 

定义 413  若对平衡位置流形 D 上任意给定的点, 系统相对部分变量 q 1, ,, qr , Ûq1, ,,

Ûq n( r [ n- g)按 �ÑÁÅ¿À³ 意义都是渐近稳定的, 则称该平衡位置流形 D 相对部分变量 q 1,

,, qr , Ûq 1, ,, Ûqn 是渐近稳定的# 

定理 412  对于具有 �±Á½ Í´º¿ 型势能函数 0 = 0 ( q 1, ,, qr ) ( r [ e; e= n- g) , 并受有

满足条件

    Ûqe+ B = E
e

R= 1

5Ûq e+ B

5ÛqR
ÛqR   ( B= 1, ,, g)

的非完整约束 Ûqe+ B= Ûqe+ B( qs, ÛqR) ( R= 1, ,, e)的定常力学系统, 若系统势能在平衡位置流形

上取严格极小值, 且耗散力对独立的广义速度是完全的, 则该平衡位置流形是稳定的, 且相对

部分变量 q 1, ,, qr , Ûq 1, ,, Ûq n( r [ n - g) 是渐近稳定的# 

证明  在定理 412条件下, 由定理 411证明知,系统在平衡位置流形 D 上任意给定点相

对全部变量 q1, ,, q n, Ûq 1, ,, Ûqn 是稳定的# 现只需进一步证明系统相对部分变量 q 1, ,, qr ,
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Ûq 1, ,, Ûqn ( r [ n- g)还是渐近稳定的# 

( 1) 首先证明系统的平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0对变量 q 1, ,, qr , Ûq 1, ,, Ûqe ( r [ e) 是渐近稳

定的# 

取系统总机械能为 �ÑÁÅ¿À³ 函数

V = �T ( q 1, ,, qn, Ûq 1, ,, Ûqe ) + 0 ( q 1, ,, qr )

由定理 411证明已知,若在点 q
0
1= ,= q

0
r= 0置 0 (0, ,, 0)= 0, 则在 q

0
s= 0, Ûq 0s= 0邻域内 V

关于变量 q 1, ,, qr , Ûq 1, ,, Ûq e 正定# V 沿方程(212)解的导数

ÛV = E
e

R= 1
�Qd
RÛqR

当耗散力对独立的广义速度 Ûq 1, ,, Ûqe 是完全的, ÛV 关于变量Ûq 1, ,, Ûqe 是负定的, 但关于变量

q1, ,, qr , Ûq 1, ,, Ûqe 全体是常负的# 

为证明平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0对变量 q 1, ,, qr , Ûq 1, ,, Ûqe 渐近稳定, 只需证明集合

M = ( qQ, ÛqR) ÛV = E
e

R= 1
�Q

d
RÛqR = 0, Q= 1, ,, r ; R = 1, ,, e

  (t

中除 q 1= ,= qr= 0, Ûq 1= ,= Ûqe= 0外无系统的其他非零解# 由于系统所受耗散力对独立的

广义速度 ÛqR 是完全的, 所以,

    ÛV = E
e

R= 1
�Q

d
RÛqR = 0

保证了 ÛqR= 0 ( R= 1, ,, e) , 于是, M 在平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0邻域内就是在平衡位置 q

0
s= 0

的邻域内, 即 M = ( qQ, 0) ÛV = 0, Q= 1, ,, rq� ��1 , 并有 &qR= 0 ( R= 1, ,, e ) # 将 ÛqR= 0, &qR= 0

代入扰动方程( 212) 和(313)并注意到式(314) , 得5 0 / 5 qQ= 0 ( Q= 1, ,, r ) , 此即为系统的平

衡方程# 于是, 集合 M 中满足该方程的解只能是 qQ= q
0
Q= 0 ( Q= 1, ,, r ; r [ e) # 所以, 在集

合 M 中除 q 1= ,= qr= 0, Ûq 1= ,= Ûqe= 0外, 不再包含系统的其他非零解# 于是系统的平衡

状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0相对变量 q 1, ,, qr , Ûq 1, ,, Ûqe ( r [ e)是渐近稳定的# 

( 2) 其次证明系统的平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0相对变量 Ûq e+ 1, ,, Ûq n 渐近稳定# 

由( 1)的结论已知 t y ] 时, Ûq R( t ) y0 ( R= 1, ,, e) , 因5Ûqe+ B/ 5Ûq 1, ,, 5Ûqe+ B/5Ûqe 对一切 t

\0, 在 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0邻域内有界, 所以, 由

    Ûqe+ B = E
e

R= 1

5Ûqe+ B

5ÛqR ÛqR   ( B= 1, ,, g ; e = n - g)

就得知 t y ] 时, Ûqe + B( t ) y0, 即系统的平衡状态 q
0
s= 0, Ûq 0s= 0相对变量 Ûqe+ B( B= 1, ,, n-

e)是渐近稳定的# 

至此, 我们已证得具有 �±Á½Í´º¿ 型势能函数( 314) ,并受有满足条件( 313)的非完整约束

( 211)的定常力学系统在流形 D 上任一给定的平衡位置处, 符合定理 412条件时相对全部变

量 q 1, ,, qn , Ûq 1, ,, Ûq n 是稳定的, 且相对部分变量 q1, ,, qr , Ûq 1, ,, Ûq n ( r [ n- g) 还是渐近

稳定的# 于是, 按定义 412和定义 413知, 系统的平衡位置流形是稳定的, 且该平衡位置流形

相对部分变量 q 1, ,, qr , Ûq1, ,, Ûq n 是渐近稳定的# 定理 412证毕# 

k 51 应 用 实 例

例511  设质量为 m , 半径为 R , 质心偏离球心距离为 l 的非匀质球在粗糙水平面上滚动
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且旋转# 

取球心坐标 x , y , Resal角 W, H及绕动力对称轴的转角 U为广义坐标
[ 4] # 非完整约束方

程为

    Ûx = RW
#

- RÛUsinH,  Ûy = - RÛHcosW- RÛUsinWcosH (511)

球的动能为

T =
1
2

m Ûx 2+ Ûy 2 + 2 l Ûx (ÛHsinHsinW- W
#
cosHcosW) + ÛyÛHcosH, 若 q0

+ l
2
(ÛH2+ W

#
2cos2H) �+

1
2

A (ÛH2+ W
#
2cos2H) +

1
2

C ( ÛU- W
#

sinH) 2 (512)

球的势能为

    0 = - mglcosHcosW (513)

由方程( 511)知,约束是一阶线性、齐次、定常的, 且不含 x , y ; 动能 T , 势能 0 均不含 x , y (且

不含 U) # 因此系统为 �±Á½Í´º¿ 系统,满足条件( 313)、( 314)属于本文讨论的一类非完整系

统# 

设球运动时受粘性阻尼, 耗散函数为

    F =
1
2

h( X2x + X2y) +
1
2

h1 X
2
z   ( h > 0, h1 > 0) (514)

Xx = ÛHcosW+ ÛUcosHsinW

Xy = W
#
- ÛUsinH

Xz = - ÛHsinW+ ÛUcosHcosW

(515)

由平衡条件( 315)给出5 0/ 5H= 0,5 0 /5 W= 0, 得系统的平衡方程

    sinHcosW= 0,   cosHsinW= 0 (516)

满足方程( 516)的平衡位置为

¹ Hb= 0, Wb= 0; º Hb= P, Wb= P; » Hb= P, Wb= 0; ¼ Hb= 0, Wb= P

这些平衡位置在 5维空间( W, H, U, x , y ) 中构成 3维平衡位置流形, 由于系统的动力对称性,

¹与 º ; » 与¼分别表示系统相同的力学形态# 我们用平衡位置流形 D1, D 2来表示, 即

D1 = ( H, W, U, x , y ) H= 0, W= 0, U I 0, 2P

0

, x I R , y I R! !)

D2 = ( H, W, U, x , y ) H= P, W= 0, U I 0, 2Pq , x I R , y I R�! ! � �

H= W= P/ 2也满足方程(516) , 但由动力学分析可知, 它不满足平衡状态要求, 所以不是平衡

位置, 应予剔除# 

为考察平衡位置流形的稳定性,将势能 0 ( H, W)在 D1 上任给平衡位置的邻域内展开

0( H, W) = - mglcosHcosW= - mgl 1 -
H
2

2!
+
H
4

4!
- ,�� �( 1 -

W
2

2!
+
W
4

4!
- ,

e

= - mgl + mgl
H
2

2
+
W
2

2
�, + ,

去掉常数

    0( H, W) = mgl
H2

2
+
W2

2
t+ ,

因为二次项正定,所以

    0( H, W) > 0(0, 0) = 0

系统势能 0 在D 1上取严格极小值, 因此根据定理 411, 平衡位置流形 D1 是稳定的# 
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类似上述讨论可知,势能 0 ( H, W)在 D2 上取严格极大值, 所以平衡位置流形 D 2 不稳 #定

这一结论所依据的平衡位置流形不稳定性定理将另文讨论# 

再考察平衡位置流形 D1 的渐近稳定性, 在(514)式中将 F 视为 W
#
, ÛH, ÛU的复合函数, 则广

义耗散力为

Q
d
ÛW = -

5F

5W
# = - hXy

Q
d
ÛH = -

5F
5ÛH = - hXx cosW+ h 1Xz sinW

Q
d
ÛU = -

5F
5ÛU = - hXx cosHsinW+ hXysinH- h1 Xz cosHcosW

(517)

式中 Xx , Xy , Xz 由( 515) 式确定# 

令    Q
d
1= Q

d
W
#, Q

d
2= Q

d
ÛH, Q

d
3= Q

d
ÛU; Ûq 1= W

#
, Ûq 2= ÛH, Ûq3= ÛU

利用式( 417)作检验,并将式( 517)代入,得

    E
3

R= 1
�Qd
RÛqR = E

3

R= 1
Q

d
RÛq R = Q

d
W
#W

#
+ Q

d
ÛHÛH+ Q

d
ÛUÛU

= - h( X2x + X2y) - h1 X
2
z = - 2F < 0

由此可知, 系统相对独立的广义速度( W
#

, ÛH, ÛU)受完全耗散力, 根据定理 412, 系统的平衡

位置流形 D1 相对部分变量 W, H以及 W
#
, ÛH, ÛU, Ûx , Ûy 又是渐近稳定的# 

这个结果较之文献[ 4] 所记叙的线性化方法的分析结果已有进步# 

例512  设一质量为 m 的质点在力场中作小振动, 其动能 T = m ( Ûx 2+ Ûy 2+ Ûz 2) / 2, 弹性

势能 0 = k ( x
2+ y

2
) / 2 ( k> 0) , 耗散函数 F= h( Ûx 2+ Ûy 2) / 2 ( h > 0) , 它的运动受有Apell非完

整约束

    Ûz 2 = a
2
( Ûx 2 + Ûy 2)   ( a > 0) (518)

显然,约束( 518)是一阶非线性、齐次、定常的,且满足条件( 313)的一次齐次性要求, 即

Ûz =
5Ûz
5Ûx Ûx +

5Ûz
5ÛyÛy = a

Ûx
Ûx 2 + Ûy 2

Ûx +
Ûy

Ûx 2+ Ûy 2
Ûy势能� � (( = a Ûx 2 + Ûy 2

势能函数 0 为 �±Á½ Í´º¿ 型,满足条件( 314) , 所以,系统属本文讨论的一类非完整系统# 

根据平衡条件( 315)有

    5 0
5 x

= 0;   5 0
5y

= 0

得系统的平衡位置流形为

    D = { ( x , y , z ) | x = y = 0, z I R }

考察其稳定性, 在 D 上任意给定的平衡位置均满足

    0( x , y ) > 0 (0, 0) = 0

系统势能 0 在D 上取严格极小值, 因此根据定理 411, 无论系统是否受耗散力作用, 平衡位置

流形 D 都是稳定的# 在此基础上我们可讨论系统在流形 D 附近的小振动# 

若用扰动方程的一次近似方程来讨论无阻尼时系统的稳定性, 将会遇到其特征根为共轭

虚根的临界情形,还需研究非线性项对稳定性的影响, 显然,这种方法不如定理 411简单# 

再考察耗散力对稳定性的影响,因为

    Q
d
Ûx = -

5F
5Ûx = - hÛx ;  Q

d
Ûy = -

5F
5Ûy = - hÛy
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系统所受耗散力相对独立的广义速度( Ûx , Ûy )是完全的# 所以, 根据定理 412, 流形 D 相对部分

变量 x , y 以及 Ûx , Ûy , Ûz 又是渐近稳定的# 

以上两个实例表明, 在对一类非完整系统进行平衡稳定性分析时, 推广的 Lagrange定理

比线性化方法简捷, 且更便于应用,分析结果也更为深入# 

k 61 结   论

Lagrange定理可以推广到一类具有 �±Á½Í´º¿ 型势能函数并满足 Ûqe+ B( B= 1, ,, g) 相对

ÛqR( R= 1, ,, n- g )为一次齐次函数的一阶线性与非线性、齐次、定常的非完整约束系统# 该

类系统的平衡条件与完整保守系统具有相同的形式# 其平衡位置一般不是孤立的, 而是组成

流形# 当系统势能在平衡位置流形上取严格极小值时, 无论有无耗散力作用, 系统的平衡位置

流形都是稳定的# 若系统相对独立的广义速度受有完全耗散力, 则系统的平衡位置流形相对

势能函数所含的广义坐标变量以及全部广义速度变量还是渐近稳定的# 

参  考  文  献

1  E. T. Whittaker, A Tr ea tise on the Ana lyt ica l Dyn amics of Pa r t ica ls an d Rigid Bodies , Cambridge

Univ. Press, Eng. ( 1904) , 221 ) 225.

2    . �. �¶»¾±Â¼ º �.�.�ÅÆ±¶³, �º¿±¾º¼±�¶́ À½À¿À¾¿ÍÇ �ºÃÄ¶¾ , �. ( 1967) , 241.

3  �.�.�Å¾Ñ¿È¶³,�² ÅÃÄÀ»Éº³ÀÃÄº µ³º ¸¶¿ºÑ ¿¶́ À½À¿À¾¿ÍÇ ÃºÃÄ¶¾, ���, 31( 2) ( 1967) , 260 ) 271.

4  梅凤翔,5非完整系统力学基础6, 北京工业学院出版社,北京 ( 1985) , 323) 325, 385) 389.

5  梅凤翔,关于非线性非完整系统平衡状态的稳定性,科学通报, 37( 1) ( 1992) , 82 ) 85.

6 朱海平、梅凤翔, 一类非完整系统关于部分变元稳定性与关于全部变元稳定性的关系, 科学通报, 39

( 2) ( 1994) , 129) 132.

7 朱海平、梅凤翔, 关于非完整力学系统相对部分变量的稳定性 , 应用数学和力学, 16( 3) ( 1995) ,

225 ) 233.

Lagrangecs Theorem for a Class of Nonholonomic

Systems and Its Application

Li Gangchang  He Shiben

( Depa r tm ent of Basic Science , Lia onin g Technica l Univ er sit y , Fux in , Lia on ing 123000, P . R . Chin a )

Abstract

The stability problem for the manifold of equilibrium positions of a class of nonholonomic sys-

tems is studied in this paper. Based on L iapunovc s direct method and the definition of stabilit y, La-

grangecs theorem of holonomic systems is extended to a class of nonholonomic conservative systems

and dissipative systems, and a new expression is made to the relation between asymptotic stability for

the manifold of equilibrium positions of this class of nonholonomic systems and dissipative forces.

Two examples are finally given to illustrate the application of the theorems.

Key words  nonholonomic system, Lagrangec s theorem, manifold, stabilit y, Liapunovc s direct

methed
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